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RESUMO
O presente trabalho apresenta uma teoria para análise e otimização de estruturas do 
tipo casca constituídas de materiais compostos laminados.
O material composto laminado considerado é formado pela sobreposição de várias 
lâminas ortotrópicas, sendo essas constituídas por fibras unidirecionais envolvidas por resina. 
As propriedades elásticas de cada lâmina são obtidas a partir das propriedades elásticas de 
seus constituintes utilizando a regra da mistura. O laminado é modelado através da teoria 
da lâmina equivalente que considera os deslocamentos e as deformações contínuas através da 
espessura do laminado.
As estruturas consideradas são do tipo casca de dupla curvatura. A teoria de casca 
utiliza um campo de deslocamentos de ordem superior fornecido pela Teoria de Kant [1982]. 
Os deslocamentos são obtidos pelo Método dos Elementos Finitos que emprega um elemento, 
Lagrangeano, quadrilateral, isoparamétrico, de 9 nós, resultando em 12 graus de liberdade 
por nó, no sistema global.
A otimização tem o objetivo de minimizar a massa da estrutura obtendo a espessura 
ótima e orientação ótima das fibras de cada lâmina que forma o laminado. São consideradas 
restrições que impõem limites à espessura e ao ângulo de orientação das fibras de cada lâmina 
e às tensões efetivas nos elementos.
São propostos problemas com o objetivo de validar e comprovar a viabilidade do modelo 
de análise e otimização. Os resultados são apresentados, analisados e comparados, quando 
possível, com soluções disponíveis na literatura.
ABSTRACT
The present work presents a theory for the analysis and optimization of shell structures 
made of laminate composite materials.
The laminate composite material is formed by the superposition of several orthotropic 
layers, each constituted by unidirectional fibers involved by resin. The elastic properties 
of each layer are obtained from the elastic properties of each constituent by the use of the 
mixture rule. The laminate is modeled through the theory of the equivalent layer which 
considers continuous displacements and deformations through the thickness of the laminate.
The structures considered are of the type of shells of double curvature. The shell theory 
uses a field of displacements of higher order proposed by Kant [1982], The displacement 
field is determined by the Finite Element Method and uses a nine node Lagrangean element, 
resulting in 12 degrees of freedom per node.
The otimization objective is minimize the weight of the structure obtaining both the 
optimum thickness and fiber orientation for each layer that forms the laminate. The problem 
considers restrictions that impose limits to the thickness and to the angles of orientation of 
the fibers of each layer and the effective stresses in the baricenter of each element.
Some examples are solved with the objective to validate and to check the viability of 
the analysis model and of optimization. The results are presented, analyzed and compared, 
when possible, with available literature solutions.
C apítulo 1
Introdução
A utilização de materiais compostos laminados tem tido um incremento assinalável 
nos últimos anos, constituindo cada vez mais uma alternativa aos materiais clássicos, o 
que se deve essencialmente às necessidades de se obter um componente estrutural de alta 
resistência e com um baixo peso. Além disso, o grande número de variáveis de projeto, 
tais como orientação de fibras, sequência de empilhamento das lâminas e tipo de fibra e de 
resina, possibilita uma melhor otimização no projeto de estruturas constituídas dessa classe 
de materiais. As características mecânicas e físicas que apresentam os compostos é que os 
tornam extremamente atrativos para uma grande variedade de aplicações industriais, na 
indústria naval, aeronáutica, aeroespacial e de defesa.
A análise de estruturas do tipo casca compreende uma vasta área de projetos de com­
ponentes mecânicos. Como exemplos de estruturas que podem ser modeladas usando a 
teoria de casca, pode-se citar os vasos sob pressão, tanques de armazenamento, estruturas de 
reatores nucleares e de satélites. As teorias clássicas de cascas finas tem apresentado resul­
tados com enorme discrepância quando utilizadas na análise de placas e cascas laminadas de 
material composto, onde a razão entre os módulos de elasticidade, Ex e Ey, é muito grande. 
Isto mostra que essas teorias são inadequadas para modelagem destes problemas, Pandya e 
Kant [1988]. Surge assim, a necessidade de teorias que sejam mais adequadas, implicando 
em uma melhora da precisão e com uma representação física mais próxima da realidade.
Ao contrário dos materiais isotrópicos, os compostos apresentam uma rigidez relativa­
mente baixa fora do plano da lâmina quando comparada com a rigidez no plano. Isso pode
1
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resultar em uma deformação cisalhante transversal e uma deformação normal transversal 
bastante considerável, podendo assim influenciar significativamente a resposta e o mecan­
ismo de falha da estrutura formada por lâminas anisotrópicas. Teorias de primeira ordem 
desprezam essas deformações pondo em risco a qualidade da análise mecânica da estrutu­
ra. Um dos fatores importantes em se optar pela utilização de teorias de ordem superior é 
que além de considerar as deformações transversais elas eliminam as inconsistências físicas 
que surgem com a utilização das teorias de primeira ordem. Assim diversas formulações 
envolvendo teorias de ordem superior foram desenvolvidas.
Em projeto de estruturas constituídas de materiais compostos laminados, um dos fa­
tores que dificulta o uso destes materiais é o seu alto preço quando comparado com os 
materiais clássicos utilizados. Desta forma, a otimização de estruturas feitas de materiais 
compostos tem uma grande importância em projetos, pois o alto custo da matéria-prima, 
principalmente das fibras de alta resistência e alto módulo de elasticidade, muitas vezes invia­
biliza o projeto forçando o engenheiro a utilizar os materiais usuais, como o aço por exemplo. 
Assim, o desenvolvimento de procedimentos para a análise e determinação da sensibilidade 
da resposta da estrutura, associados com técnicas de programação matemática, possibilitam 
a otimização destes materiais, tornando-os mais competitivos quando comparados com os 
materiais clássicos empregados.
A seguir é apresentada uma descrição do escopo do trabalho e uma revisão bibliográfica.
1.1 A presentação do Trabalho
Nessa seção, são apresentados os assuntos discutidos em cada um dos 6 capítulos dessa 
dissertação.
No Capítulo 1, são apresentados alguns comentários introdutórios, bem como uma 
revisão bibliográfica acerca do tema que é desenvolvido nesta dissertação, com o objetivo de 
mostrar sua importância no contexto das pesquisas.
No Capítulo 2 é estudado o comportamento dos materiais compostos laminados. E 
apresentado uma análise micromecânica e macromêcanica do composto, bem como alguns
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dos seus principais critérios de falhas.
Já  no Capítulo 3 são apresentadas as relações relativas a geometria da casca necessárias 
ao desenvolvimento do trabalho. A teoria de casca baseada nas hipóteses cinemáticas uti­
lizando o campo de deslocamento de ordem superior, dado pela Teoria de Kant [1982], é 
desenvolvida e mostrada também nesse capítulo.
No Capítulo 4 é apresentado o problema de otimização e formulado um processo para 
resolução do mesmo. É também apresentado uma breve descrição dos algoritmos utilizados.
Por sua vez, o Capítulo 5 apresenta os resultados das análises e otimizações dos prob­
lemas propostos e as comparações com os resultados obtidos pela literatura.
O Capítulo 6 apresenta as conclusões do trabalho e sugestões para a continuidade do 
mesmo.
1.2 R evisão Bibliográfica
Na literatura existem muitos livros e artigos sobre materiais compostos. Aqui são 
apresentadas as referências sobre materiais compostos utilizadas nesse trabalho.
Vinson e Sierakowski [1987] apresentaram no livro “The Behavior of Structures Com- 
posed of Composite Materials” ferramentas capazes de modelar o comportamento micromecâni- 
co dos materiais ortotrópicos. A determinação das propriedades mecânicas do material 
composto é baseada principalmente nas propriedades dos seus constituintes e suas frações 
volumétricas. São discutidas algumas técnicas como: aproximação analítica exata, regra da 
mistura, fórmulas empíricas e aproximação de Halpin-Tsai. Nesse livro também são apresen­
tados os principais critérios de falha para materiais compostos laminados. Um estudo mais 
aprofundado sobre a micromecânica dos materiais compostos pode ser encontrado no livro 
“Mechanics of Composite Materials” de Christensen onde também são avaliados problemas 
de inclusões esféricas e sistemas laminares.
São indicados, para um estudo mais geral de análise de materiais compostos, os livros 
escritos pelos autores Calcote [1969] e Jones [1975] e a apostila de Mendonça [1997].
Dois artigos sobre homogenização das propriedades mecânicas de materiais compostos
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são referenciados a seguir.
Pecknold e Rahman [1994] descreveram um modelo para análise estrutural 3D de lam­
inados compostos espessos que utiliza um conceito de homogenização baseado no Método 
dos Elementos Finitos. 0  modelo material consiste em dois módulos: (1) em um nível infe­
rior, um micro modelo de uma lâmina unidirecional contendo informações constitutivas 3D 
básicas para os constituintes fibras e matriz, incluindo o processo de dano e critério de falha; 
e (2) em um nível superior, um modelo de uma sublâmina que impõe a continuidade das 
tensões fora do plano (a2, t x z , r y z ) na interface das lâminas e que determina as deformações 
e tensões 3D homogenizadas.
Kolpakov e Kolpakova [1995] apresentaram uma formulação para análise de projetos de 
compostos laminados possuindo características homogeneizadas especificadas. A formulação 
proposta, a partir das propriedades dos seus constituintes, garante ao material composto as 
propriedades requeridas no projeto. Isso é obtido aplicando o método de homogenização e 
obtendo as relações entre as microcaracterísticas do composto e as propriedades (macroscópi­
cas) homogenizadas.
A seguir, são referenciados alguns trabalhos desenvolvidos utilizando diferentes teorias 
de placas e cascas.
A Teoria Clássica de Laminação (Classical Lamination Theory - CLT), baseada nas 
hipóteses de Kirchhoff-Love, não considera a deformação cisalhante transversal. Esta teoria 
considera que a seção normal à superfície média permanece reta, inextensível e normal à su­
perfície média quando deformada, desprezando assim, os efeitos do cisalhamento transversal.
Várias teorias que levam em conta o cisalhamento transversal estão disponíveis na 
literatura. Nestas, estão incluídas as teorias de deformação cisalhante de primeira ordem 
(First-order Shear Deformation Theory - FSDT) e as teorias de deformação cisalhante de 
ordem superior (Higher-order Shear Deformation Theory - HSDT).
Teorias de cascas de ordem superior tem sido pesquisadas ao longo destes últimos anos 
com o objetivo de representar com maior exatidão os efeitos das deformações cisalhantes 
transversais. Elas tem sido propostas, geralmente, tomando-se um número maior de termos
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na expansão, em série de potências, do campo de deslocamentos em termos da coordenada 
da espessura, z, do que o utilizado pela teoria clássica e de primeira ordem.
Uns dos primeiros pesquisadores a se preocuparem com as deformações cisalhantes 
transversais em materiais anisotrópicos foram Whitney e Pagano [1970]. Eles pesquisaram 
uma teoria de flexão para laminados anisotrópicos desenvolvidos por Yang, Norris e Stavsky. 
A teoria inclui a deformação cisalhante e a inércia de rotação da mesma forma que a Teoria 
de Mindlin para placas isotrópicos. As equações de estado revelam para placas laminadas 
sem simetria o mesmo fenômeno de acoplamento flexão-tração que o encontrado na Teoria 
Clássica de Laminação, CLT.
Kant [1982] apresentou uma teoria de ordem superior que proporcionasse soluções 
refinadas e mais realistas para os casos de placas laminadas compostas, placas semi-espessas 
e distribuição de tensões próximas à carregamentos concentrados. Essa teoria incorpora um 
campo de deslocamentos de ordem superior com uma variação quadrática das deformações 
cisalhantes transversais através da espessura da placa e uma variação linear da deformação 
normal transversal. Essa primeira incorporação torna-se completamente desnecessário a 
introdução do fator de correção artificial para corrigir a distribuição das tensões cisalhantes. 
Além disso a teoria considera a Lei de Hooke tridimensional. Essa teoria foi escolhida para 
ser utilizada nesse trabalho pois, entre as teorias de ordem superior, é uma das mais simples 
e obtem bons resultados.
1 Reddy [1984] propos uma teoria de ordem superior para placas laminadas constituí­
das de materiais compostos. Ele apresentou uma simples teoria de ordem superior contendo 
as mesmas dependências desconhecidas que a teoria de deformação cisalhante de primeira 
ordem apresentada por Whitney e Pagano [1970]. A teoria proposta não só considera a 
deformação cisalhante transversal mas também uma distribuição parabólica para a defor­
mação cisalhante transversal através da espessura da lâmina. Isso torna-se desnecessário a 
utilização do coeficiente de correção cisalhante para determinação da tensão cisalhante.
2 Reddy [1984] apresentou uma teoria de deformação cisalhante de ordem superior para 
análise não linear de placas utilizando o campo de deslocamento de Karman. A teoria
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considera uma variação cúbica completa dos deslocamentos no plano através da espessura 
da placa, sendo o deslocamento normal transversal, constante. Na formulação é imposto que 
as tensões cisalhantes transversais sejam nulas na face inferior e superior da placa.
Pandya e Kant [1988] apresentaram uma formulação de elementos finitos para a flexão 
de placas ortotrópicas baseada no modelo de deslocamentos de ordem superior e um estado 
de tensão e deformação tridimensional. A teoria de ordem superior proposta incorpora 
uma variação linear da deformação/tensão normal transversal e uma variação parabólica 
das deformações cisalhantes transversais através da espessura da placa. É desenvolvido um 
elemento quadrilateral de nove nós da família dos elementos Lagrangeanos isoparamétricos, 
cuja função base é de Classe C°.
Wilt et al [1990] apresentaram um elemento finito de quatro nós para análise de cascas 
laminadas de materiais compostos baseado na Teoria Clássica de Laminação assumindo as su­
posições de Love-Kirchhoff. O elemento desenvolvido é baseado em um princípio variacional 
misto generalizado com deslocamentos assumidos independentemente. O campo de defor­
mações é independente do número de lâminas utilizando o modelo de lâmina equivalente. 
Para eliminar o problema de travamento (locking) foram adicionados graus de liberdade 
cinemáticos referentes a uma função bolha.
Tessler e Saether [1991] propuseram uma teoria de ordem superior variacional envol­
vendo todas as componentes transversais de deformação e tensão para a análise de placas 
laminadas de materiais compostos. É apresentada uma metodologia derivada da elastici­
dade 3D, que utiliza um elemento de finito de 3 nós. Para definir o campo de deslocamentos 
transversal é introduzido uma função peso w =  ^  f ^ h uz (1 — Ç2)dz, onde £ =  ^ € [—1 , 1] 
dando uma forma parabólica especial à distribuição.
Kant e Kommineni [1992] apresentaram uma formulação de elementos finitos de classe 
C° utilizando uma teoria de deformação cisalhante de ordem superior para análise geomet­
ricamente linear e não linear de compostos laminados e placas sanduíche. A teoria de ordem 
superior adotada incorpora uma expansão completa de 3- ordem da coordenada da espes­
sura para descrever os deslocamentos de membrana e um deslocamento constante na direção
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normal transversal à superfície do laminado.
Liangxin e Zhiyu [1992] propuseram uma teoria de ordem superior que agrega o efeito 
da deformação cisalhante transversal ao campo de deslocamentos baseado na Teoria Clássica 
de Laminação. A teoria introduz uma função f ( z )  =  z  1 — |  (^)2 no campo de desloca­
mentos para representar a distribuição de tensão cisalhante parabólica ao longo da espessura 
da placa. Essa função é determinada considerando que as tensões transversais r xz e r yz na 
face inferior e superior da placa sejam nulas.
Sivakumaxan et al [1994] fizeram um estudo ralacionando três diferentes teorias de 
ordem superior que consideram deformações cisalhantes transversais e deformação normal 
transversal com o objetivo de avaliar a performance de cada uma. São analisados laminados 
compostos reforçados por fibras contínuas através do Método dos Elementos Finitos, uti­
lizando um elemento de nove nós. As três diferentes funções de deslocamentos são obtidas 
através da expansão em série de potências em termos da coordenada da espessura resultando 
em três, cinco e seis graus de liberdade por nó onde são desconsiderados os deslocamentos 
de membrana. Os modelos de deslocamentos de ordem superior considerados assumem um 
campo de deformação cúbico no plano, um campo de deformação cisalhante transversal 
parabólico e um campo linear de deformação normal transversal através da espessura do 
laminado.
Kant e Kommineni [1994] apresentaram uma formulação, semelhante à apresentada por 
eles em 1992, para análise transiente, geometricamente não linear de compostos laminados 
e cascas sanduíche.
Yong e Cho [1995] apresentaram uma formulação de elementos finitos para placas 
e cascas de compostos ortotrópicos usando o método de tensão híbrida parcial de ordem 
superior. As equações de estado do laminado são obtidas do princípio de Hellinger-Reissner. 
As componentes de tensão fiexural são separadas das componentes de tensão cisalhante 
transversal de maneira que a continuidade da tensão interlaminar é imposta somente nas 
tensões cisalhantes transversais. O método de tensão híbrida parcial satisfaz exatamente a 
condição de continuidade das tensões cisalhantes trasversais na interface das lâminas e evita
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a complexidade da formulação que o método de tensão híbrida normal possui.
Xiao-Ping [1996] desenvolveu uma teoria de deformação cisalhante de ordem superior 
para cascas laminadas. Ele usou a aproximação geométrica de primeira ordem de Love e 
simplificações propostas por Donnell. A teoria contém as mesmas icógnitas e a mesma ordem 
de equações de estado associadas que a teoria de deformação cisalhante de primeira ordem. 
Mas a teoria conta com uma distribuição parabólica das tensões cisalhantes transversais 
através da espessura da casca e uma continuidade das mesmas na interface de cada lâmina. 
Essa teoria obtém soluções mais precisas que algumas teorias de ordem superior e ainda 
torna-se desnecessário a introdução do fator de correção cisalhante.
Cho e Kim [1996] desenvolveram um método de pós processamento para um elemento 
de Mindlin isoparamétrico de quatro nós para uma placa laminada constituída de material 
composto. O método utiliza somente a solução da teoria de deformação cisalhante de primeira 
ordem e obtém resultados eficientes. Para obter as deformações e as tensões melhoradas é 
utilizado uma rotina de pós processamento que emprega o campo de deslocamentos da teoria 
de placa de ordem superior. Igualando a energia de deformação cisalhante transversal, as 
variáveis que representam os graus de liberdade de rotação da teoria de primeira ordem 
podem ser expressas como as da teoria de ordem superior.
Soares e Correia [1992] apresentaram um modelo numérico para a otimização de pro­
jetos de estruturas laminadas do tipo placa-casca constituídas em materiais compostos. O 
modelo é baseado num elemento triangular, do tipo placa-casca, com 18 graus de liberdade 
formulado segundo a teoria discreta de Kirchhoff paxa a componente de flexão. As sensi­
bilidades ou gradientes em ordem das variáveis de projeto são obtidas recorrendo a uma 
formulação semi-analítica. O problema de otimização tem o objetivo de obter os ângulos 
de orientação das fibras e as espessuras das lâminas que minimizam o peso da estrutura 
com restrições que impõem limites aos deslocamentos generalizados, tensões e freqüência 
naturais do sistema. Conforme os autores, segundo uma pesquisa bibliográfica realizada 
por Miravete, verifica-se que a grande maioria dos trabalhos de otimização em materiais 
compostos referem-se a estruturas planas e como tal, há necessidade do desenvolvimento de
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modelos discretos eficientes para a obtenção da sensibilidade para estruturas complexas do 
tipo casca, considerando geometrias e carregamentos arbitrários.
O estudo necessário para modelagem das estruturas do tipo casca foi baseado princi­
palmente nos estudos feitos por Batoz e Dhatt [1992]. Para a implementação do Método 
dos Elementos Finitos foram utilizados resultados apresentados por Dhatt e Touzot [1984] e 
Hughes [1987].
Foram pesquisadas várias técnicas e métodos de otimização nos livros escritos por 
Arora [1989], Bazaraa et al [1993], Chong e Zak [1996], Haftka e Kamat [1985], McCormick 
[1983] com a finalidade de se obter um processo de otmização robusto, rápido e confiável. 
Para a resolução do processo de otimização sujeito à restrições foi escolhido o Método do 
Lagrangeano Aumentado por apresentar uma boa eficiência. Um estudo mais aprofundado 
desse método foi feito utilizando como base o livro do Bertsekas [1982].
Existem vários métodos capazes de determinar a sensibilidade da resposta da estrutura 
com relação às variáveis de projeto. Esses podem ser analíticos, semi-analíticos ou numéricos. 
Optou-se por um método analítico, o Método Direto, que foi estudado com mais rigor nos 
trabalhos apresentados por Adelman [1992] e Feijóo e Taroco [1993].
C apítulo 2 
M aterial Com posto
2.1 Introdução
A palavra composto significa “constituição de duas ou mais partes distintas”. Portan­
to um material constituído macroscopicamente por dois ou mais materiais ou fases distin­
tas pode ser considerado como material composto. Isto é considerado somente quando as 
propriedades físicas dos constituintes forem significativamente diferentes. O objetivo dessa 
combinação de materiais é oferecer à estrutura propriedades mecânicas que os materiais 
constituintes, atuando sozinho, não são capazes de oferecer.
A definição de materiais compostos abrange uma faixa muito larga de materiais. O 
trabalho proposto é orientado ao estudo de materiais compostos laminados constituídos por 
fibras e resinas.
As estruturas laminadas do tipo casca, fabricadas em material composto, consistem na 
sobreposição de várias lâminas. As lâminas são formadas por fibras unidirecionais que são 
envolvidas por resina. Estas fibras podem estar orientadas diferentemente e tem a finalidade 
de oferecer resistência mecânica necessária à estrutura, já  a matriz garante sua rigidez. A 
possibilidade do componente possuir resistência diferente em determinadas direções é uma 
das principais vantagens que os materiais compostos laminados apresentam sobre os materiais 
isotrópicos. Com isso, pode-se projetar um componente com resistência elevada somente nas 
direções das solicitações.
Considerando que o material composto é formado por constituintes distintos, as pro­
priedades equivalentes de cada lâmina são determinadas a partir das propriedades elásticas
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de seus constituintes. Esse modelo considera o material composto laminar como sendo um 
material homogêneo porém anisotrópico. Por causa das diferentes propriedades materiais das 
diferentes lâminas, o laminado resultante é modelado através da teoria da lâmina equivalente. 
Essa teoria é caracterizada por considerar uma adesão perfeita na interface das lâminas. Isto 
é, considera os deslocamentos e as deformações contínuas através da espessura do laminado. 
Na análise de tensões de materiais compostos, divide-se o estudo em duas áreas:
i- Micromecânica: estuda as propriedades mecânicas da lâmina.
ii- Macromecânica: estuda o comportamento mecânico do laminado.
2.2 M icrom ecânica
2 .2 .1  Introdução
O objetivo da micromecânica é determinar, para uma dada camada de material com­
posto laminar reforçado por fibras, a equação constitutiva referente ao material homogêneo 
de camada equivalente.
No estudo da micromecânica, as seguintes hipóteses são feitas:
i- A lâmina é macroscopicamente homogênea e ortotrópica.
ii- A lâmina é elástica linear e livre de qualquer tensão interna ou térmica.
iii- As fibras são uniformes nas propriedades e diâmetros, são contínuas e paralelas, bem 
como regularmente espaçadas.
iv- A matriz é considerada homogênea, isotrópica e de comportamento elástico linear.
v- Existe perfeita adesão entre matriz e fibra e não existem vazios.
2.2 .2  R egra  da M istura
Um importante fator na determinação das propriedades elásticas dos compostos é o 
conhecimento das proporções dos materiais constituintes, fibras e matriz, usadas nas re­
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spectivas lâminas do laminado. Estas proporções podem ser dadas em termos das frações 
volumétricas ou das frações mássicas.
Considerando que V, M  e p sejam volume, massa e densidade, respectivamente, onde 
os subscritos c, /  e m  designam, respectivamente, composto, fibra e matriz. A massa total 
do composto é dada por:
Mc = Mf + Mm, (2.1)
e o volume por:
Ve = Vf + Vm. (2.2)
Então pode-se reescrever a Eq.(2.1) e a Eq.(2.2) como segue:
1 -  %  +  %  ™  
1 -  !  + (2.4)
Pode-se definir a fração de massa, m, como sendo:
M
m‘ -  U c '
™" =  1s t '  (2'5)
e a  fração de volume, i9, como:
=  y c - (2’6)
Definidas as frações de massa e de volume, pode-se agora determinar a densidade do 
composto. Para isto utiliza-se da relação:
_  Mc _  Mf  +  Mm _  pf  Vf +  pm Vm ( .
Pc vc vc vc { ]
resultando em:
Pc = Pfdf  +  Pm^m. (2.8)
Do ponto de vista experimental, a fração de massa é mais fácil de se obter do que a 
correspondente fração de volume dos elementos constituintes. Assim é conveniente converter
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a fração mássica em volumétrica para tornar mais simples as relações utilizadas nas pro­
priedades elásticas das lâminas. Esta relação entre fração de massa e a fração de volume é 
obtida por:
Vf  P fM f pf
13 f  Ve pcMc pc m /’
.0 Vm Pm M m Pm _
m — — A/f — m m-Vc pc Mc pc
(2.9)
2.2 .3  P ropriedades E lásticas
As propriedades elásticas de uma lâmina podem ser determinada através de diversas 
formas. O método mais preciso para determinar essas propriedades é através de ensaios 
mecânicos. Outros métodos, menos precisos, utilizam-se da regra da mistura e de fórmulas 
empíricas. Neste trabalho é apresentado o método que emprega a regra da mistura.
Uma lâmina unidirecional de material composto pode ser representada como mostrado 
na Fig.(2.1). A direção das fibras define as três direções principais da lâmina, que são as 
direções onde serão referidas todas as propriedades, tensões e deformações para uma lâmina 
unidirecional. Como pode-se observar, é de se esperar diferentes propriedades mecânicas nas 
direções 1, 2 e 3 respectivamente, onde os eixos representam as seguintes direções:
Figura 2.1: Lâmina unidirecional em material composto.
eixo 1: direção longitudinal às fibras, comprimento da lâmina; 
eixo 2: direção transversal às fibras, largura da lâmina;
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eixo 3: direção transversal às fibras, espessura da lâmina.
Considerando conhecidas as propriedades mecânicas dos constituintes da lâmina, fibra 
e matriz, utiliza-se para a determinação das propriedades da lâmina as definições de frações 
de volume e algumas relações básicas da resistência dos matérias. Para a obtenção das 
propriedades da lâmina é considerado que a mesma é formada por fibras unidirecionais e 
conseqüentemente a direção 3 é equivalente à direção 2. Com esta observação o estudo das 
propriedades é feita pelo estudo de uma lâmina 2D como representado pela Fig.(2.2).
2
Matriz
Matriz
Figura 2.2: Representação 2D da lâmina unidirecional.
2 .2 .4  M ódulo  d e  E lastic idad e L ongitudinal d e  um a Lâm ina
O módulo de elasticidade longitudinal de uma lâmina unidirecional pode ser deter­
minado através do estudo da lâmina sujeita somente a um carregamento na direção 1 . A 
Fig.(2.3) representa esquematicamente a situação proposta.
Matriz
------ - 1  cr,
Matriz
Indeformada
AL L
Deformada
Figura 2.3: Lâmina unidirecional sujeita à tração longitudinal.
Sendo £] a deformação longitudinal de uma lâmina unidirecional, tem-se que as defor-
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mações no composto, nas fibras e na matriz são iguais, com isso:
£i = = £f = £m- (2.10)
A tensão de tração na direção longitudinal, <ri, do composto é dada por:
O-j =  O /tf, + am'ôm- (2-11)
Mas cr =  E  e, logo o módulo de elasticidade na direção longitudinal é expresso por:
-Ei =  Ef d f  +  Em (2-12)
(Como Ef Em e em geral 19/ — 0.6, tem-se que o módulo do composto na direção 
longitudinal será predominado pelo módulo da fibra. Para uma situação prática pode-se 
fazer um pré cálculo considerando:
E ^ E f t i f .  (2.13)
Um simples estudo, utilizando as Eqs.(2.10) e (2.11), é de grande importância para a 
escolha correta das propriedades da resina termofixa. A lâmina representada pela Fig.(2.3) é 
analizada considerando duas resinas com propriedades diferentes. A relação tensão-deformação 
da fibra e das duas matrizes são mostradas pela Fig.(2.4).
o
Figura 2.4: Curva Tensão x Deformação para fibra e resinas.
No caso da tensão de ruptura do composto, crCrupttira, pode-se considerar dois casos:
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Caso 1:
Optando-se por utilizar a resina 1 para compor a matriz que possui uma deformação 
de ruptura maior que a da fibra, ou seja £miruptura > £ /„pl„ra, a falha do material composto 
ocorrerá quando ec =  £fruptura ■ Conseqüentemente, a tensão máxima que o composto poderá 
suportar será obtida por o'Cruptura =  ofTuptura 'd/  +  crmi9m, onde <7m é a tensão na matriz 
correspondente à deformação máxima da fibra. Então para este caso, pode-se concluir que 
a fibra será utilizada com sua capacidade máxima à resistência à ruptura.
Caso 2:
Outra opção de escolha para compor a matriz é a resina 2. Esta, como pode ser 
observada na Fig.(2.4), possui uma deformação de ruptura menor que a da fibra. Neste 
caso, como < £/rupltira a ruptura ocorrerá primeiro na matriz, com isso as fibras
ficarão soltas e perderão a sua eficiência como reforço. Considerando que a falha do material 
composto ocorrerá quando sua deformação atingir a deformação de ruptura da matriz, ec =  
£m up(ura • Logo, tem-se que aCruvlKra =  <Jf  tif  +  0-mWtíra , onde a tensão na fibra, af , é 
correspondente a deformação máxima da matriz. Conclui-se assim, que para evitar este tipo 
de falha a estrutura deverá ser menos solicitada e logo a fibra estará sendo subutilizada pois 
(Tf < &fruptiíra' Portanto a escolha da matriz deve ser de grande importância a fim de não se 
tornar um projeto inviável.
2 .2 .5  M ód u lo  d e E lasticidade Transversal de um a Lâm ina
Neste caso, o módulo de elasticidade transversal de uma lâmina com suas fibras orien­
tadas na direção 1, é determinado pelo modelo de uma lâmina sujeita à apenas um carrega­
mento transversal à fibra, o<i. A representação do modelo é dado pela Fig.(2.5).
Admite-se que a tensão aplicada no composto é igual na fibra e na matriz, assim:
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Matriz
Matriz
Indeformada Deformada
Figura 2.5: Lâmina unidirecional sujeita à tração transversal.
Admite-se também que o deslocamento total do composto, 6C, é a soma dos desloca­
mentos transversais da fibra, e da matriz , assim:
Ó2 — óc — óf + 6m, (2.15)
ou em termos das deformações:
£2 — £c — £f$ f  +  £m$m-
Utilizando a relação tensão-deformação para um material elástico, a =  E  e, obtem-se a 
equação que determina o módulo de elasticidade transversal para uma lâmina unidirecional 
que é dada por:
Eo = Ef E, (2.16)
Ef 'dm +  Em df
Como Em E f  e em geral df  ~  0.6, então o módulo transversal do composto será
predominado pelo módulo da matriz, então:
Err ~  m 
B2 = ã ; -
(2.17)
Assim na direção transversal o módulo do composto depende essencialmente da matriz 
enquanto na direção longitudinal depende da fibra.
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2 .2 .6  M ód u lo  de C isalham ento de um a Lâm ina
O módulo de cisalhamento no plano 1-2 é determinado admitindo-se que a matriz e 
as fibras estão sujeitas à mesma tensão cisalhante. O modelo adotado é representado pela
Fig.(2.6).
'■12
Matriz
Matriz
/ /
/ /
V A — u
‘'li
Figura 2.6: Lâmina unidirecional sujeita à tensão cisalhante.
O deslocamento da fibra e da matriz é representado, respectivamente, por Uf e um. 
Conseqüentemente o deslocamento total do composto, uc, é dado por:
U c —  U f  - 1-  W m j
ou reescrevendo a Eq.(2.18) em termo das deformações, tem-se:
7l2 = 'Y/tf/+7ro'V
(2.18)
(2.19)
Através da relação r  =  G 7 , da Eq.(2.19) e admitindo-se que a tensão cisalhante no 
composto e nos seus constituintes são as mesmas, como proposto anteriormente, o módulo 
de cisalhamento, G12, para o composto é dado por:
Gf Gm
012 Gf  tf m + Gm tf /  ’
Como Gf Gm e em geral tf, cz 0.6, temos então:
Gm
(2.20)
12 = tfm’ (2.21)
isto é, as propriedades de cisalhamento no plano 1-2, são ditadas pela matriz.
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2 .2 .7  C oefic ien te d e P oisson  de um a Lâm ina
Resta-nos agora a determinação do coeficiente de Poisson. O coeficiente de Poisson v 12 
é definido pelas relações das deformações nos eixos 1 e 2 , conseqüentes da aplicação de um 
carregamento na direção 1 . Ou seja:
v 12 = (2.22)
£i
Para o caso quando há tração na direção longitudinal, a contração transversal total é 
dada por:
6% = 6 f  + 6m, (2.23)
ou reescrevendo em termo das deformação:
£2 =  £/2 +  £m2 Am- (2.24)
Como visto anteriromente pela Eq.(2.10) a deformação longitudinal das fibras e da 
matriz são iguais ao do composto. Nesta etapa, utilizando a definição do coeficiente de 
Poisson, obtem-se:
Vi2 = V f ‘df + vm tfm> (2.25)
onde Vf e v m são os coeficientes de Poisson da fibra e matriz, respectivamente.
Os coeficientes de Poisson, v %2 e v 2i, não são independentes dos módulos de elasticidade 
E\ e E 2 e portanto existe uma relação. A Eq.(2.27) representa esta dependência. Assim o 
coeficiente de Poisson, t^ i, que relaciona a deformação longitudinal, 1, com a deformação 
transversal, 2, quando se aplica um carregamento na direção 2 pode ser obtido como se segue:
v á  = I r  v i2- (2.26)h, i
Esta dependência, também pode ser aplicada quando se relaciona às demais direções 
principais de uma lâmina unidirecional. Podem ser obtidas variando i =  1..3 e j  = 1..3 para
i ^  j  na Eq.(2.27). Assim:
Vij Ei f ^  Cl’~r\
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Atribuindo os valores aos índices, i e j ,  resulta-se que:
v '12
V21 
Vl3 
V31 
^23 
^32
2.3 M acrom ecânica
2 .3 .1  In trodu ção
Na macromecânica determina-se a equação constitutiva do material composto laminar 
equivalente. Nesta etapa são consideradas conhecidas as propriedades equivalentes de cada 
lâmina, e podendo estas estarem orientadas arbitrariamente. Após o devido procedimento, 
é então determinada a equação constitutiva equivalente do material laminado.
2 .3 .2  R elações C on stitu tivas para um  M ateria l A n iso tróp ico
Materiais são considerados homogêneos quando suas propriedades não variam ponto a 
ponto. Se as propriedades materiais variam em função das orientações dos eixos, o material 
é dito anisotrópico e caso sejam constantes, o material é dito isotrópico.
Um material é considerado idealmente elástico quando o corpo formado por este mate­
rial recupera completamente a sua forma original depois de removida a carga que causou a 
sua deformação. Além disso deve existir uma relação um para um entre o estado de tensão 
e o estado de deformação, para uma dada temperatura.
As equações constitutivas elásticas, geralmente chamadas de lei de Hooke generaliza­
da, relacionam 9 componentes de tensão às 9 componentes de deformação através de 81 
componentes constitutivas e podem ser expressas matematicamente por:
aij = Qijkl £kl (2.29)
onde Oij são as componentes do tensor tensão de Cauchy, £ki as componentes do tensor 
deformação infinitesimal e Qijki as componentes do tensor constitutivo.
Ei
Ei
e 3 '
Ei
Ez
(2.28)
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0  tensor Qijki apresenta certas propriedades de simetria que reduzem para 21 o número 
total de componentes independentes para materiais que não possuem qualquer eixo de sime­
tria.
A primeira redução nas componentes é obtida considerando simetria no tensor defor­
mação. Por causa desta simetria, e^i = £ik, as 81 componentes de Q que constituem as 9 
equações expressas na Eq.(2.29) são reduzidas à 54 e não existe perda de generalidade ao se 
assumir simetria de Qijki com relação aos seus dois últimos índices, ou seja:
Qijki = Qijik• (2.30)
As componentes são reduzidas, em uma segunda etapa, de 54 para 36 quando se assume 
uma simetria do tensor constitutivo com relação aos seus dois primeiros índices. Esta simetria 
é obtida devido a simetria do tensor tensão, cr^ - =  e portanto:
Qijkl =  Qjikl■ (2-31)
A última redução do número de constantes elásticas deixa o tensor Q com o número 
final de 21 componentes e pode ser somente efetuada através de considerações termodinâmi­
cas. Para isso, assume-se uma função de densidade de energia de deformação representada 
pela Eq.(2.32),
U = U(£ij) ,  (2.32)
com a propriedade:
&ij =  Qijki &ki. (2.33)
Derivando ambos os lados da Eq.(2.33) em relação à eki e permutando os índices, tem-se
que:
9 o u \  a ÍBU\
dsij \ d s k i j  deki \ d e tJ J  ’
ou reescrevendo a Eq.(2.34) de outra forma:
Qijki =  Qkiij• (2.35)
Portanto o primeiro par de índices do tensor constitutivo pode ser permutado com o 
segundo par sem que ocorra qualquer mudança de valores. Com isso, reduzindo para 21 
componentes independentes.
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Como conseqüência destas reduções pode-se escrever as relações constitutivas na forma 
matricial:
(X1 = Q £1 (2.36)
onde o sobrescrito 1 refere-se ao sistema de eixos 123, como mostrado na Fig.(2.1). Ex­
pandindo os termos da Eq.(2.36), tem-se:
/ \<?1 Q u Ql 2 Qi 3 Q u Ql5 Q16 / \
° 2 Q22 Q 23 Q24 Q25 Q26 2^
■ <r3 Q33 Q34 Q35 Qs6 4 £3
I r  12 > - Q44 Q45 Q46 \ 712 f
1~13 sim. Q55 Qb 6 713
K r 23 , Qm , 2^3 ,
Por causa da sua estrutura macroscópica, muitos materiais possuem simetria nas suas 
constantes elásticas com relação à certos planos. Isto significa que as suas constantes elásticas 
não variam quando a direção do eixo perpendicular ao plano de simetria é revertida. Com 
isso, o número de constantes elásticas diminuem com o incremento do número de planos de 
simetria.
Os materiais compostos por fibras estão inclusos no grupo de materiais ortotrópicos, 
que possuem 2 planos de simetria. Devido à estes planos a matriz de relações constituti­
vas possui menos componentes que para um material anisotrópico sem quaisquer planos de 
simetria, e então Q é reduzido à:
Q 12 Q 13 0 0 0
Q22 Q23 0 0 0
Q33 0 0 0
Q 44 0 0
sim. Q55 0
Qm
Devido a existência de dois planos ortogonais de simetria existe um terceiro que é 
mutualmente ortogonal à estes dois. Contudo, este terceiro plano ortogonal de simetria não 
implica em nenhuma redução nas componentes e a Eq.(2.38) permanece inalterada.
A relação tensão-deformação representada pela Eq.(2.36) pode ser expressa na forma 
inversa por:
e1 =  S tr1, (2.39)
Capítulo 2 - Material Composto 23
onde a matriz de flexibilidade, S =  Q a, é definida em função das constantes elásticas como 
sendo:
j_ 0 0 0
Cj\ Cj\
i  0 0 0
à  0 0 0
cfe ? 0
*  0sim.
Giz _
(2.40)
Nota-se que, devido aos três planos de simetria existem somente nove constantes elás­
ticas independentes na relação constitutiva de um material ortotrópico que são:
E i , E 2 , E 3 , G 12, G 13, G 2 3 , V l2 ,  v 13 6  V23-
Definida a matriz de flexibilidade, a matriz constitutiva Q pode ser obtida explicita­
mente efetuando inversão de S. Logo, suas componentes são representadas por:
Qu = Ei [ 1 — v'23 EiEi /A ,
Q22 =  E2 ( l - ^ l f )  / A,
Qzz — E3 [ 1  — V
En
/A ,12 Ei.
Q12 =  (v i2 E 2 + V1 3V23 E3) /  A,  
Q13 =  E$ (v 13 -|- 1>12 V23) /  A,
e 2
Q23 = Ez t^>23 +  v \2 ^13 -çT ) /  A,
Q 44 =  G 12,
Q55 =  G i 3 ,
Qb6 =  G23,
onde:
E, E: EsA n l *  Z  *> l  0 n=  1 “  1^2 TT -  u13 TT -  v23 TT -  2 t »12 «13 ^23Ei Ei Eo
El
Ei
(2.41)
(2.42)
2 .3 .3  R elações C on stitu tivas para um a Lâm ina em  um a D ireção  
A rbitrária
Como já  mencionado, um laminado é obtido através da superposição de lâminas, sendo 
que cada lâmina pode possuir uma orientação diferente uma das outras. Isto equivale a
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dizer que a direção principal de ortotropia da lâmina está rotacionada de um ângulo 9 da 
direção do laminado. Entretanto, ao contrário de meios elásticos lineares isotrópicos, onde 
as propriedades independem da direção analisada, no caso dos materiais ortotrópicos estas 
propriedades dependem da direção considerada. Assim deve-se conhecer as propriedades de 
cada lâmina, na direção do laminado, a fim de que se possa determinar a rigidez global do 
laminado.
Para este efeito, considera-se um laminado, de eixos locais x, y, e z, formado por 
uma lâmina de espessura í, na direção 3, onde os eixos principais do material são 1, 2 e 
3. A rotação 9 das direções principais de ortotropia do material em relação as direções do 
laminado são representadas esquematicamente pela Fig.(2.7). Visto que o eixo 3 não sofre 
nenhuma rotação o modelo adotado pode ser reduzido à 2D e representado pelo plano 1-2.
Figura 2.7: Rotação 6  das direções principais de ortotropia do material.
A relação entre o vetor tensão e o vetor deformação através da matriz constitutiva no 
sistema de coordenadas local que representa o laminado é expressa por:
<7X =  Q ex, (2.43)
onde o sobrescrito x  representa o sistema de eixos locais dado por x , y  e z. A Eq.(2.43) pode 
ser expandida resultando em:
/  \
0"x Qn 0l2 Q l S Qli Qlõ Q 16
/  \
<Jy Ql2 Q 23 Q 24 Q 25 Q 26 S y
> = Q 33 Q 34 Qzb Q 36 < £z
r xy Q 44 Q a6 Ixy
T~xz sim. Q 55 Qp6 'y xz
, T vz  j Q 66 . v J
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A matriz Q é obtida da rotação da matriz constitutiva nas direções principais de 
ortotropia Q, em função da orientação da lâmina. Para isto, é necessário rotacionar o 
sistema 123, de um ângulo 9, em relação ao sistema xyz. Esta transformação de sistema 
pode ser expressa pela matriz de transformação R t que é determinada por:
R t
cos 9 — sin 9 0 
sin 9 cos 9 0 
0 0 1
(2.45)
As tensões no sistema xyz  podem ser obtidas atráves das tensões no sistema 123 através 
da relação abaixo:
<rx = R t ar1 R [ ,  (2.46)
onde as tensões são representadas pelas matrizes:
a x =
0 " x T ~ x y  T  x z T \ 2 r 1 3
< J y  T y Z 0 2 T  2 3
s i m . < J z s i m . < J 3
(2.47)
Efetuando as operações indicadas na Eq.(2.46), reagrupando os termos das matrizes 
crx e cr1 em forma de vetores e representando c =  cos 9 e s = sin 9, tem-se:
(2.48)
/ \
O '  x ' c2 s 2 0 —2 cs 0 0
f
< y  1
(7 y s2 c2 0 2 c s 0 0 0 - 2
< J z 0 0 1 0 0 0 0 3
T x y > ~ c s — c s 0 c2 — s2 0 0
<
T \ 2
T ~ x z 0 0 0 0 c — s T t 3
, Tvz j 0 0 0 0 s c „ r 2 3
onde T  1 é dado por:
T “ 1 =
C2 s2 0 —2 cs 0 0
S2 c2 0 2 cs 0 0
0 0 1 0 0 0
cs —cs 0 c2 - s 2 0 0
0 0 0 0 c —s
0 0 0 0 s c
(2.49)
Logo os vetores de tensões, <rx e cr1, podem ser transformados pela relação:
<rx =  T _1 cr1, 
er1 = T  <rx,
(2.50)
(2.51)
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onde a matriz T  é obtida substituindo 6  por —0 na Eq.(2.49), resultando em:
c2 s2 0 2 cs 0 0
s2 c2 0 —2 cs 0 0
0 0 1 0 0 0
—cs cs 0 c2 — s2 0 0
0 0 0 0 c s
0 0 0 0 —s c
O vetor de deformação pode ser transformado da mesma forma que o vetor de tensão, 
desde que se utilize as deformações cisalhantes Eíj em vez das 7^. Então esta transformação 
é dada por: / \£X
/ \
Sy £2
> =  T _1 < £3
&xy £12
&XZ £13
. £yz , k £23 .
Na relação constitutiva, apresentada na Eq.(2.44), pode-se notar que as deformações 
cisalhantes utilizadas são apresentadas como 7  e na transformação dos sistemas utiliza-se na 
forma de e. Lembrando que 7  =  2e, pode-se construir uma matriz R , Mendonça [1997], que 
transforma somente as deformações cisalhantes s em 7 , e vice-versa. Esta matriz é definida 
por:
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
2 0 0
2 0
2
Utilizando os sobrescritos x/2  e 1/2 para indicar que as deformações cisalhantes uti­
lizadas são e respectivamente, a Eq.(2.53) pode ser reescrita como:
e x / 2  =  T - i  e i/3j (2 .5 5 )
ou da forma inversa por:
e i / 2  =  T  £ x /2_ (2.56)
Então as trasformações para as deformações cisalhantes são dadas por:
e 1 =  R  e 1/2, (2.57)
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e
ex =  R  ex/2. (2.58)
Com as relações obtidas anteriormente pode-se determinar a matriz Q em função das 
matrizes Q e T. Fazendo sucessivas substituições das Eqs.(2.56), (2.57) e (2.58), a defor­
mação apresentada na relação constitutiva da Eq.(2.36) pode ser transformada da seguinte 
forma:
cr1 = Q e 1, 
o-1 =  Q R e 1/2, 
cr1 = Q R T  ex/2,
a 1 =  Q R T  R -1 £x. (2.59)
Transformando agora as tensões cr1 obtem-se:
T  crx =  Q R T R ' V ,
<tx =  T _1 Q R 'T  R -1 ex,
<tx =  T ' 1 Q T~t  ex. (2.60)
Esta última equação é obtida pela substituição dada por:
T~t =  R T R - \  (2.61)
que pode ser comprovada efetuando as devidas operações.
Comparando agora a Eq.(2.60) com a Eq.(2.43) pode se concluir que:
Q =  T _1 Q T~t . (2.62)
onde as componentes da matriz Q podem ser obtidas na forma explícita como mostradas na 
Eq.(2.62), resultando em:
Q n  =  c4 Q i i  +  2 c2 s 2 ( Q i2  +  2 Q44) +  s 4 Q22,  
Q1 2 =  c 4 Q l2  +  C2 S2 ( Q l l  +  Q22 — 4 Q 4 4 ) +  s 4 Q12,
Q 13 =  c 2 Q l 3  +  s 2 Q 2 3 ,
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Ql4 =  c3 s (Qu — Q12 — 2 Q44) +  c s3 (Qi2 — Q22 + 2 Q44) ,
Q 22 — c4 Q22 +  2 c2 s2 (Q12 + 2 Qu)  +  s4 Qu  >
Q 23 =  °2 Q23 +  S2 Qi3,
Q 24 =  c3 s (Q12 — Q22 +  2 Q44) +  c s3 (Qu — Q12 —2 Q44) ;
Q 33 =  Q 33,
Qz4 =  CS (Q13 — Q23) ,
Q u =  c4 Q44 +  c2 s2 (Qu — 2 Q12 +  Q22 — 2 Q44) + s4 Q44,
Q55 — c2 Q55 +  s2 Qe 6,
Q56 =  CS (Q55 Qâô) j
Qô 6 = C2 Q66 +  S2 Qbf>-
E os termos:
Qi5 = Qi6 ~  Q25 =  Q26 =  Q35 = Q36 = Q45 ~  Q í6 ~  0- (2.64)
2.4 C ritérios de Falha
Os critérios de ruptura da máxima tensão e máxima deformação não consideram o con­
junto de características obtidas a partir dos ensaios de propriedades mecânicas do material 
(limite de ruptura à tração e à compressão na direção longitudinal e transversal, limite de 
ruptura ao cisalhamento, etc), Pereira [1998]. Além disso, estes critérios excluem a existência 
de interações entre as tensões e deformações principais: os mecanismos de ruptura longitu­
dinal, transversal ou em cisalhamento são supostos se produzirem de maneira independente.
Os critérios que permitem interligar os diferentes mecanismos de ruptura, chamados 
critérios interativos, são uma extensão do critério de Von Mises aplicado aos materiais or- 
totrópicos. Nesse trabalho é apresentado brevemente os critérios interativos de Tsai-Hill, 
Hoffman e Tsai-Wu.
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2.4 .1  C ritério  de Falha de T sai-H ill
O Critério de Falha de Tsai-Hill surgiu devido a modificação feita por Hill no Critério 
de Falha de Von Mises que prevê o início de escoamento em materiais dúcteis isotrópicos. 
As modificações introduzidas tiveram o objetivo de prever o início de escoamento em chapas 
metálicas que apresentavam um certo grau de anisotropia gerado pelo processo de laminação, 
Vinson [1987]. A adaptação do critério de Hill para lâminas ortotrópicas foi feita por Tsai e 
Azzi em 1965, por isso o nome Tsai-Hill.
Para um estado triaxial de tensões, para uma lâmina constituída de material composto, 
o Critério de Falha de Tsai-Hill considera a ocorrência de uma falha quando:
cr\ /  1 1 1 \  723
^  -  <r2 <JZ \ + y ^  + - ^ J  + y ^
a\ /  1 1 1 \  r \ z
+ Y? ~ ai a3  \ X f  ~  Y? + Z ? )  + Ü?
+ l f - ffl<72 + (2.65)
onde X T é a resistência na direção 1, Yr na direção 2 e Zr na direção 3. Esse limites de 
resistências são determinados por:
r - {
X t  se <Ti > 0 
X c  se <7i < 0
Y _ J Yt se <r2 > 0
r “  1 yc se C72 < 0
=  {  f T * " * > 0  p . 66)
{ Zc  se az < 0
onde os subscritos t  e c  representam, respectivamente, tração e compressão. ST, Ur e V r são 
as resistências ao cisalhamento no plano, 1-2, 1-3 e 2-3, respectivamente.
2 .4 .2  C ritério  d e  Falha de H offm an
A generalização do Critério de Falha de Tsai-Hill para incorporar o efeito de materiais 
frágeis foi considerado por Hoffman em 1967. Em termos das componentes de tensão, a falha 
ocorre quando a seguinte inequação é satisfeita:
C\ (cr2 — (?z)2 +  C2 (o-3 — ^ í )2 +  C3 (<^ 1 — c^ )2 +
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+Ci<j\ + C5U2 +  Cq<j3 + G7T23 +  C%t\z 4- CgT^2 > 1- (2.67)
Os valores C\, C2, C 3 , C 4 , C 5 , Cg, C 7 , Cs e C9 são constantes materiais determinadas 
em ensaios mecânicos.
1 1 1
z~r~rz h
1
2
1
2
C2 —  -
C3 =
C4 =
C6 =
X T X c  Yt Yc Z f  Zc  
1 1 1 
+X x  Xq Y t  Yc Z t  Zc  
1 1 1 
X t X c  + Yt Yc Z t Z c
J ____ 1_
X t ~ X {~c
1____ l_
Yt  Yc
_1____ 1 _
Zt  Zc
C7 = y 2’
r r
Cs m  ’
c9 = s r (2.68)
Esta teoria também incorpora a diferença no comportamento dos materiais quando 
submetidos a tração e a compresssão.
2 .4 .3  C ritério d e  Falha de Tsai-W u
Um critério de falha foi proposto por Tsai e Wu em 1971 para incorporar uma definição 
mais ampla para a falha, logo requerendo mais constantes materiais. Nesse critério a falha 
é assumida quando as seguintes inequações são satisfeitas:
Ft o t + Fij ai (Xj > 1,
fP.. p ----> Q
1 it 1  33 1 i j i , j  = 1 ..6. (2.69)
Os termos Fi para i =  1..3 são relacionados com as resistências ao escoamento de 
tração e compressão do material. Enquanto seis testes de cisalhamentos, tanto positivo 
quanto negativo, são requeridos para definir os parâmetros Fi e Fu para i =  4..6.
=
1 1 p  _ 1
I C r
-P u  —X T X c
1 1
10 II
1
Yt '"  V Yt Yc
1 1 1
Zt '  V
F 33 — Zt  Zc
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C apítulo 3 
Teoria de Casca
3.1 Introdução
Uma placa é uma estrutura tridimensional com a característica de possuir a dimen­
são transversal, que representa a espessura da placa, muito menor que as outras dimensões 
laterais da mesma. Casca é uma estrutura do tipo placa mas que possui pelo menos uma 
curvatura finita como mostrado na Fig.(3.1). Esta característica, peculiar às placas e cas­
cas, torna possível a aproximação de um problema tridimensional por um bidimensional, 
podendo-se fazer a descrição de todo o comportamento físico da estrutura em função da 
superfície de referência da placa ou casca.
(a) (b)
Figura 3.1: Estrutura de placa. Estrutura de casca.
A obtenção e aplicação das teorias de placas tem sido uma das áreas em constante 
desenvolvimento na análise estrutural. Estas teorias estão sendo constantemente aplicadas à 
problemas onde exige-se resultados mais precisos. Assim, modelos cada vez mais sofisticados, 
visando apresentar o comportamento de placas e cascas, têm sido desenvolvidos. Como por 
exemplo as teorias de ordem superior para descrição do campo de deslocamento apresentadas 
por Barp [1996], Liangxin e Zhiyu[1992], Reddy [1984], Xiao-Ping [1996]. Em certos casos as
32
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teorias de Kirchhoff e Mindlin-Reissner são inadequadas para descrever o comportamento da 
estrutura. Nesse trabalho é utilizada a teoria de ordem superior proposta por Kant, [1982].
3.2 D escrição da Superfície M édia
Na formulação do problema, é utilizado um sistema de coordenadas cartesiano global 
fixo representados pelos eixos X , Y  e Z  que são definidos por três vetores de base ortonormais 
i, j e k. Esse sistema é usado para definir os carregamentos, as condições de contorno, as 
coordenadas e os deslocamentos nodais.
A geometria de uma casca é caracterizada pela superfície média A, que é considerada 
como a superfície de referência, e pela espessura t. A superfície A  é descrita por um par de 
coordenadas paramétricas denotadas por £ e r). A localização de qualquer ponto material 
genérico p, pertencente à superfície média da casca na configuração indeformada, é definido 
por um vetor posição dado por:
X p(t ,v )=X(Ç ,r i) i  + Y(Ç,ri)i + Z(Ç,ri)k. (3.1)
O vetor posição é representado no sistema cartesiano de referência X ,  Y  e Z  em função das 
coordenadas paramétricas £ e r/, como descrito na Fig.(3.2).
Figura 3.2: Representação paramétrica da superfície média da casca.
Onde:
p - ponto na superfície média A;
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Xp - vertor posição do ponto p ;
n  - vetor normal a superfície média A ;
a i, a 2 -  base covariante na superfície média A ]
£, 77 - coordenadas paramétricas.
O elemento diferencial dxp(^,rj) em p  é escrito em função de d £  e d r j :
dxp =  xP;í d £  +  X p , j j  d r j  =  a  1  d£ +  a2 d r j , ( 3 . 2 )
onde a i e a 2 são chamados vetores da base covaxiante. São tangentes definidas nas linhas 
coordenadas definidas por £ (77 =  c t e ) e 77 (£ =  c t e ) e suas componentes cartesianas são:
a x =  { x,z y,i } T ,
a2 =  { x >r} D>r) Z,rj } .
O comprimento d s p  do elemento diferencial dxp é tal que:
I  =  ( d s p)2 =  dxp ■ dxp =  { d i j  } A j  ^  j
(3.3)
(3.4)
l ê  a primeira forma fundamental de A. O valor de I  independe de escolha das coordenadas 
paramétricas £ e 77. 0  tensor métrico A na superfície média é determinado por:
A = ai • âj 3.J • a2 a2 • ai a2 • a2 (3.5)
A é simétrico (a12 =  a21) e positivo definido ( I  > 0, V d r j  ^  0).
O vetor n  é definido como sendo um vetor unitário normal ao plano tangente (a i ,a 2) 
em Logo n pode ser determinado por:
n  = a i x  a2
la i x  a2|
Os vetores a i, a2 e n  definem uma base paramétrica, dita covariante:
(3.6)
F„ = a i : a2 : n (3.7)
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Apartir da base covariante é definida uma nova base t x, t 2 e n, porém ortonormal que 
é determinada por:
t 2 =  n x t i .  (3.8)
Esses vetores formam a base do sistema local, representado pelos eixos x , y e z, onde
z = C-
Figura 3.3: Sistema local definido pelas base t i , t 2 e n.
A representação da base covariante e da base ortonormal no plano perpendicular ao 
vetor normal n é dada pela Fig.(3.4).
Figura 3.4: Base covariante (a i ,a 2) e base ortonormal (tx,t2).
3.3 Curvaturas
Os vetores n e dxp variam de um ponto para o outro na superfície A. A curvatura 
está associada com a taxa variação de n ou de dxp.
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A propriedade n • dxp = 0 conduz à:
11 = n • d2xp = { dÇ dr\ } [B] j  ^  j  ,
onde I I  é a segunda forma fundamental e B é representado por:
g  _  n ■ ai n • ai )T) 
n • a2,^  n • a.2,v
(3.9)
(3.10)
A simetria de B  é evidente: a.2 ,ç =  a i )7).
Seja (C ) uma curva situada na superfície A e s p o comprimento do arco dxp =  1 • dsp, 
onde dxp é definido pela Eq.(3.2) e 1 é o vetor unitário tangente à (C). A curvatura normal 
p da curva (C) é definida em p por:
P =  n • l)Sp =  - n , Sp ■ 1,
1 I I  
P ~  R ~ I '
(3.11)
R é  o raio de curvatura em (C). Os raios de curvatura das curvas paramétricas 
£ (rj = cte) e 77 (£ =  cte) são representados respectivamente por Rç e ü , ,  e mostrado pela
Fig.(3.5).
n n
Figura 3.5: Raios de curvatura.
No caso particular em que £ e r) são direções principais, i.e., <212 =  612 =  0, as curvaturas 
podem ser determinadas por:
1_
R i
1
R r ,
n • a i _  &11 
a r a i ^íi 
n ' a 2>r> &22’•’V
a2-a2 a 22
(3.12)
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3.4  D escrição de um Ponto
Seja q, um ponto material da casca situado a uma distância £ da superfície média A, 
Fig.(3.6). O vetor posição xq do ponto q é definido em função do vetor normal unitário n e 
é dado por:
Xqíf.^C) =Xp(£,77) +  Cn(f,7j).  (3.13)
C
Figura 3.6: Descrição de um ponto da casca.
Onde:
p - ponto na superfície média A;
q - ponto na superfície situada a uma distância Ç de p] 
xp - vetor posição do ponto p ;
Xq - vetor posição do ponto q;
A  - superfície média;
Aç - superfície situada em q\ 
n - vetor normal a superfície média A; 
a1; a2 - base covariante na superfície média A;
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, a2ç - base covariante na superfície Aç;
£, 77 - coordenadas paramétricas.
O elemento diferencial dxq é escrito em função de dÇ, dr] e dÇ onde:
dxq =  dxp (£,??) + Çdn(Ç,T]) +dÇn(Ç,rj)
=  a iC d£ +  a.2ç dr] +  a3C dÇ.
Sendo que os vetores da base covariante em q são definidos por:
aiÇ =  a x+C n,€, 
a2< =  &2+C n )T?, 
a3C -  n.
(3.14)
(3.15)
Esses vetores formam a base covariante em um ponto q situado a uma distância £ da superfície 
média A  que é representada por:
onde:
a iC : a 2C : a 3C
A relação dada pela Eq.(3.14), pode ser escrita como:
dxq =  Fc d£,
d£ = { dÇ drj dÇ f .
O tensor métrico A^ no ponto q é tal que:
I  =  (dsg)2 - dxq • dxq =  { d£ drj dÇ } A^
onde A q é determinado por:
A t  =
a lC ' a lC a lC ' a 2C 0 
a 2Ç • a 2C 0
sim. 1
d t
dr]
dc
(3.16)
(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
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O elemento de área orientado dA^ é definido por:
dA^ =  axç dÇ x  a 2£ drj =  dAç n, (3.21)
onde:
dAç =  |ai£ x  a 2^ | d£ drj. (3.22)
O elemento de volume dVç em q é definido por:
dVç =  dA^ • n  dÇ = Jç d£ drj dÇ, (3.23)
onde:
Jç =  det[F j. (3.24)
3.5 Teoria de Kant
Kant, em busca de uma teoria que proporcionasse soluções mais realistas e refinadas 
para os casos de cascas laminadas compostas, placas semi-espessas e distribuição de tensões 
próximas à carregamentos concentrados, apresentou uma teoria de ordem superior. Essa 
teoria incorpora um campo de deslocamentos de ordem superior com as seguintes caracterís­
ticas:
i - Variação quadrática das deformações cisalhantes transversais, ryxz e ryyz, na espessura 
da casca, tornando completamente desnecessário a introdução do fator de correção 
artificial para corrigir a distribuição das tensões cisalhantes.
ii - Variação linear da deformação normal transversal, ez, na espessura.
Ui - Consideração da Lei de Hooke tridimensional.
Tal campo de deslocamentos, para qualquer ponto (X , Y, Z) da casca, é dado por:
u, (£>*?>0  =  «(£,7?) + C M £,í? )+C 3 02(£,7/), 
wq(£,v, 0  =  w(£,77) + c2 w*(£,v)- (3.25)
Capítulo 3 - Teoria de Casca 40
onde u  e v são os deslocamentos axiais, w é o deslocamento transversal de um ponto sobre 
a superfície de referência, 0 \ e 62 são as rotações da normal ao plano de referência em torno 
dos vetores de base t x e t 2, respectivamente. Os parâmetros 0 \, 0*2 e w* são os termos de 
ordem superior obtidos na expansão de uma série de potências em relação a Ç. Segundo 
Kant e Kommineni [1994], os parâmetros 0\, 0*2 e w* são correspondentes à 6 1, 62 e w, 
respectivamente. As componentes do deslocamento na superfície média u, v, w, #1, 6 2, w*, 
61, 0*2 são os oito graus de liberdade presente na teoria.
As rotações utilizam a convenção de sinal dada pela “regra da mão direita” como 
mostrado na Fig(3.7).
n
t2 6 2 9 2
l i
0 i e \
Figura 3.7: Convenção de sinal para a rotação.
Onde:
62 (£,rj) - Descreve a rotação da normal n no plano (ti, n), ie, a rotação ao redor de t 2.
$2 (£,77) - Tem a mesma interpretação de 6 2 . É responsável pela inclusão da dependência da 
rotação ao longo da espessura.
02 (f. 0  =  02 (í. rç) +  C2 #2 ( í , n) (3.26)
6*1 (£,77) - Descreve a rotação da normal n no plano (t2, n), ie, a rotação ao redor de t^.
#í (£,77) - Tem a mesma interpretação de 6 \.
0;«,>i,c) =  M { , ' í ) + c 2 0 ; k . ’i) (3-27)
w* (£,77) Incorpora ao modelo a possibilidade de ter a deformação ez 7  ^ 0. Isso faz com que o 
deslocamento tranversal à superfície média dependa quadraticamente de Ç.
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Na Fig.(3.8) é mostrada uma estrutura do tipo casca na configuração indeformada e na 
deformada resultante de um esforço externo. Os vetores u p e uq representam o deslocamento 
dos pontos p e q para os pontos p' e q1, respectivamente.
Y config. referência config. deformada
X
Figura 3.8: Representação dos vetores de deslocamento u p e uq.
O deslocamento de p pode ser escrito como:
uP (£,v)=u(Ç,ri) t i+v{Ç,r]) t 2+w(Ç,r]) n,
e o deslocamento de q como:
Uq(f,»7,0 = M f » r ç >0 t 2+Wg(£,r/,C) n.
O vetor deslocamento da Eq.(3.29) pode ser reescrito como:
onde:
/3(1) ({,>)) 
P m  ({,>))
02 ({,»)) ti - 6 ]  (Ç,7|) t2, 
j) n,
«;({,>)) *1 -6\(Ç,ri)  t2.
( 3 . 2 8 )
( 3 .2 9 )
n ,  ( í , < ) , 0  =  “ p  ( Î ,  1 )  +  C / 3 (1) ( { , > > ) +  C2 / 3 <2) ( { ,> ) )  +  C3 / 3 <3) ( { , < ) ) ,  ( 3 . 3 0 )
( 3 . 3 1 )
3.6 L im itações das Teoria de K irchhoff e d e  M indlin- 
R eissiier
A teoria de Kirchhoff, devido às hipóteses simplificativas, omite os efeitos da defor­
mação e tensão cisalhante transversal.
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A teoria de Mindlin-Reissner baseia-se em uma variação linear do campo de deslo­
camentos ao longo da espessura, resultando na deformação e tensão cisalhante transversal 
constante. Assim, é necessário introduzir um fator de correção para o termo da energia cisal­
hante. Na modelagem de cascas laminadas, a validade desta formulação depende fortemente 
do valor deste fator de correção utilizado.
Tanto a deformação como a tensão normal transversal, i.e., ez e oz , não são levadas 
em consideração em ambas teorias.
3 .7  V antagens da Teoria de Ordem Superior
Atualmente, devido ao crescente uso de materiais compostos laminados onde a resistên­
cia às solicitações estruturais são de grande importância, torna-se cada vez mais necessário 
uma análise confiável dos modos de falha. Considerando que um dos principais modos de 
falha que ocorre em laminados quando solicitados à esforços cisalhantes e transversais é o 
fenômeno de descolamento entre lâminas, a teoria utilizada na análise do componente es­
trutural permite uma melhor descrição das tensões cisalhantes transversais interlaminares, 
r xz e r yz. Uma melhor distribuição de tensões cisalhantes transversais no laminado pode ser 
obtida por meio de um pós-processamento, na qual é corrigida a condição de contorno nas 
faces.
Ao contrário das teorias de primeira ordem, as teorias de ordem superior não necessitam 
do fator de correção artificial para corrigir a distribuição das tensões cisalhantes. Esse fator, 
na análise de materiais compostos, varia conforme as propriedades materiais tornando-se 
difícil a sua determinação. ■
Com o objetivo de se alcançar a confiabilidade desejada, evitando as anomalias e in­
consistências das teorias clássicas e de primeira ordem, torna-se essencial a utilização de uma 
teoria de ordem superior.
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3.8 D eform açao
A configuração deformada virtual está definida por um vetor posição virtual x q que é 
resultado da superposição do vetor posição xq, mostrado na Eq.(3.13), e do vetor desloca­
mento virtual üq.
Xq(e, V, 0  =  Xq(e, V, Ç) +  Uq(e, V, Ç)- 
O elemento diferencial duq é obtido pela relação:
d u q =  d£, (3.32)
onde é dado pela Eq. (3.18) e por:
Lc =  U q ,Ç : U q)7? : uq,c • (3.33)
A matriz pode ser decomposta através de:
Lc =  Loc +  C Lie +  C2 L2C +  C3 L30 (3.34)
onde:
(3.35)
(3.36)
(3.37)
(3.38)
A relação entre o gradiente do deslocamento e o gradiente do vetor posição no ponto q 
é obtida através de Lg,
d u q= Lg dxq. (3.39)
Lg é a matrix que representa o gradiente do campo de deslocamentos Uq em relação ao 
sistema cartesiano global e é determinada com o auxílio da Eq.(3.17). Logo:
L0c - up í UP)í? : /9« J
Lk  = P{1\v Í 2 /3(2)
l 2C — > > *  : /3(2)„  ; 3 /3(3)
L3C : /3(3),í ! : 0 •
Lg =  Lc F c_1. (3.40)
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O tensor deformação na base ortonormal local, t 1; t 2 e n, é determinado através de:
e*/2 (Lx +  LxT) , (3.41)
onde o tensor eX//2 é representado por:
Sxx Sxy &xz
( 3 . 4 2 )£x/2 =
^
S y y  £ y z
sim.
A matriz Lx representa o gradiente do campo de deslocamentos uq em realação ao 
sistema cartesiano local e é determinada por:
Lx = PT Lg P,
onde:
P = ti t 2 n
( 3 . 4 3 )
( 3 .4 4 )
3.9 R elação C onstitu tiva
A relação constitutiva considera que a casca é constituída de um material ortotrópico de 
forma que n é uma das direções principais, i.e., n é considerado uma das direções ortotrópicas. 
O ângulo de orientação das fibras é definido pelo ângulo formado entre os eixos l e x  como 
mostrado na Fig.(2.7). A lei do comportamento material é escrita como:
<rx =  Q ex , ( 3 . 4 5 )
onde <tx e ex são as componentes físicas em um ponto q, na base ortonormal t i , t 2 e n.
O tensor tensão <tx é decomposto em <rs e r s. ers representa as tensões axiais e a tensão 
de cisaLhamento na superfície paralela a superfície de referência. As tensões cisalhantes 
tranversais são representadas por r s. Logo:
=  { O’s t s }T ,
cuja representação em componente é dada por:
{  7 s  } T  > (3.46)
ers =  { O X X  G y y  &  Z Z  X y }r . - í 1~XZ Tyz f . ( 3 . 4 7 )
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£ s  — { ^ y y  & z z I x y  }  , 7 s  =  {  I x z  l y z  }  • ( 3 ‘4 8 )
A matriz constitutiva Q dada pela Eq.(2.62), que relaciona o tensor tensão com o 
tensor deformação, pode ser decomposta como:
Q=
H  0 
0 G ( 3 . 4 9 )
As matrizes H  e G são características de cada lâmina. A matriz H  depende de 7 constantes 
elásticas (Ex, E2, E3, ^12, ^13, ^23, G12) e do ângulo 9 entre a direção ortotrópica 1 e a 
direção definida pelo vetor t i .  A matriz G  depende de 2 constantes elásticas (G13, G23) e 
do mesmo ângulo 9.
H  =
Q l l  Q \ 2  Q \ Z  Q l 4
Q22 0_2Z Q24
Q  33 Q m
sim. Q 44 j
G = Q55 Q56 sim. Qm (3.50)
Então decompostos os tensores tensão e deformação e a matriz constitutiva, as relações 
entre as tensões e deformações dadas pela Eq.(3.45) podem ser reescritas como:
CTo =  H t s =  G 7s .
3.10 P rincípio dos T ra b a lh o s V irtuais
( 3 . 5 1 )
Considere um corpo contínuo de espessura t submetido à tração e deslocamentos pre­
scritos com mostrado na Fig.(3.9). A parte do contorno da casca onde os deslocamentos e as 
rotações são prescritas é designada por Su. A parte onde as forças são aplicadas é designada 
por Sf.  Logo Su n  S f  — 0.
Figura 3.9: Sólido elástico.
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Seja K  o conjunto das soluções adimissiveis e W  o espaço das variações adiraissíveis,
onde:
K  =  {u | u suf. regular, u = u  em Su} . 
W  =  {ú | û  suf. regular, u =  0 em £„}.
(3.52)
(3.53)
O Princípio dos Trabalhos Virtuais consiste em determinar uQ G W,  u =  u0 +  ur, onde 
ur G K,  talque:
Wint- W ext = 0, V u e W .  (3.54)
O trabalho virtual pode ser escrito em função dos tensores Lx, <rx e ex. Logo:
wint = í  tr (Lx(ü) <Tx(u)) dV  =  í  tr (ex(ü) o-x(u)) dV , (3.55)
Jv  Jv
onde dV  é dado pela Eq.(3.23).
Após a integração na espessura e considerando que o sobrescrito “ indica que o
campo considerado pertence ao espaço das variações admissíveis, o Wint pode ser expresso
como:
W, = J  {N0-ê°+M 0-x0+N *-r+M *-x*+Q 0-70 +  Q*-7* +  Q**-7**+^n-£n} dA,
(3.56)
onde dA  é dado pela Eq.(3.22).
As componentes das deformações virtuais são dadas por:
£ °
'20 'c° r c *£ XX ^xy
e  =
^XX &xy“ “ '^O ^o£ ~ £ £ £. yx yy . . Vx yy .
’ C'P *
X x x X.xy
X  =
JCxX^-0
X y x X yy . _ X y x X-yy _
Y - { £ } ■ r  =
' ïx z
l y z
*****
'** _  I I x z  
I  —  1
l y z
(3.57)
(3.58)
(3.59)
Os esforços generalizados são determinados por:
n fri+l
N ° = E  f  A <rs dÇ,
k =1 h i
n ^i+l
M ° = £  /
fc=i h i
n  7*t+l
N * = E  /  A(Ts C2 dC ,
*=1 h i
n  1
M - = E  /  A<T*C><i< ,
*=1 h i
(3.60)
(3.61)
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n hi+1
Nn Í  ° z K ^ d<>’ 
fc=1 í
(3.62)
n ni+i_, _ n  ^í+i ti ftí+i
Q ° = E / A r , d C ,  Q - = E  /  A r , C 2 dC, Q"  =  £  /  A r .  C3 <K (3 .63)
fc=l Zi» fc=l hi k=1 hi
onde:
K(c) 1 f  [ r ( +  r J +<2 R ^ R ,' (3.64)
Os limites de integração hi e /ij+i representam, respectivamente, as coordenadas £ da super­
fície inferior e superior da i-ésima lâmina.
Para facilitar a representação das relações necessárias paxa definir A é conveniente 
introduzir dois vetores tangentes, a 1 e a2, que formam a base contravaxiante. Essa base é 
obtida apartir da base covariante por:
a 1 : a 2 a i a 2 - i
A Fig.(3.10) representa a relação da base covariante com a base contravaxiante.
Figura 3.10: Base covariante (a1; a2) e base contravaxiante (a1, a 2). 
Assim A é obtido por:
A =  I+C C b)
onde:
C b =  C0- 1 B C 0, 
C 0 = a 1 • t i  a 1 • t 2a - ti  a  • t 2
B = a2 • n )7j 3- ■a 2 • n,ç a 1 • n,€
(3.65)
(3.66)
(3.67)
('3.68)
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O tensor tensão de segunda ordem <rs é definido por:
<TS = @xx &xy 
Gyx ®yy
Os esforços generalizados podem ser expressos em forma de componentes como: 
N° =
M ° =
Q‘ _ í  Qxz \I r
N° N°xx xy
N° N°1 'y x  yy .
M ° M°xx xy
M° M°yx lv±yy J
N* =  
M* =
N* N** ’ xx * xy
N* N*iy yx iy yy j
' M* M*±v±xx xy
M* M*1Y1yx lvlyy J
Q* = Q.Q
*
xz
yz
Q* - f  Q x l \
l  QZ J '
(3.69)
(3.70)
(3.71)
(3.72)
O trabalho virtual externo devido a pressão exercida na superfície média da casca f p 
é obtido por:
Wtext íí-fp dA. (3.73)
Onde:
f p - pressão na superfície média da casca e na mesma de direção n;
Ap - parte da superfície da casca submetida a pressão f p.
O trabalho virtual externo devido a forças externas f s aplicada na parte do contorno 
de A  designado por Sf  é escrito por:
Wex* =  [  ü  f s dS = í  u° f  +  0° M  +  ü * .f  +  0*M* dS. (3.74)
J S f  J S f
Onde:
fs - forças externas apliacada no contorno da casca; 
S f - parte do contorno com tração prescrita.
E os vetores representados por:
ü° =  { u0 v0 wQ }T ,
r  =  { ?2 -6X o } T ,
u* =  { 0 0 w*0 } T ,
6  =  { «2 “ »l » j  ,
( f  M  r  M* ) = Ÿ ,  í  ( 1 C C2 c3 ) f .  dS.
k=1 {
hi+i
(3.75)
(3.76)
(3.77)
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3.11 D iscretização do Problem a
O Método dos Elementos Finitos de Galerkin é aplicado na discretização do espaço de 
vetores W. As funções de base que definem o subspaço Wn C W  estão associadas com o 
elemento finito isoparamétrico quad9, mostrado na Fig.(3.11).
Figura 3.11: Elemento finito isoparamétrico, quadrilateral e de 9 nós - quadQ.
As funções de interpolação clássicas Ni pertencentes à família das funções Lagrangeanas 
de classe C°, assim como suas derivadas e demais características do elemento são apresen­
tadas por Dhatt e Touzot, [1984].
Capítulo 4 
Otim ização
4.1 Introdução
A otimização de estruturas laminadas do tipo casca apresentada nesse trabalho tem 
o objetivo de minimizar a massa da estrutura, conseqüentemente reduzindo seu custo de 
matéria prima. O processo de otimização determina a espessura ótima e o ângulo ótimo de 
orientação das fibras de cada lâmina, que forma o laminado composto, sujeita à restrições que 
impõem limites à espessura de cada lâmina, às tensões efetivas nos elementos e aos ângulos 
de orientação das fibras. O problema é resolvido recorrendo a um processo em etapas - 
“Multilevel”, onde o problema de otimização é transformado num problema em dois níveis 
distintos, como se descreve esquematicamente na Fig.(4.1).
Primeiramente, para compreender o problema de otimização, é necessário apresentar 
como ele é formulado. A estrutura é discretizada através de uma malha de elementos finitos 
na qual é indicado, para cada elemento, o grupo material à que pertence. Um grupo material 
define uma ou um conjunto de lâminas sobrepostas que possuem, independente das demais, 
características próprias definidas por:
i- módulos de elasticidade, módulos de cisalhamento e coeficientes de Poisson;
ii- massa específica, espessura e ângulo de orientação das fibras;
iii- limites inferior e superior de espessura e tensão;
iv- resistências à tração, à compressão e ao cisalhamento.
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A otimização é feita à nível de grupos materiais, ou seja, para cada grupo material 
pertencente a estrutura é possível especificar se ele será ou não otimizado. Caso um grupo 
seja especificado para otimizar, todas as lâminas que o constituem serão otimizadas. Devido 
a essa formulação existe uma flexibilidade para otimizar somente partes da estrutura, mas 
impossibilitando também, otimizar lâminas específicas pertencente ao mesmo grupo material.
No primeiro nível de otimização o objetivo é a obtenção da espessura t de cada lâmina 
que minimiza a massa da estrutura sujeito a restrições de espessura e de tensão efetivas nos 
elementos. Como o objetivo dessa etapa de otimização é obter uma estrutura que possua a 
menor massa possível e que seja capaz de suportar a solicitação requerida foi estabelecida 
um critério capaz de classificar os possíveis projetos. Esta classificação é expressa por uma 
equação denominada função objetivo que é representada pela Eq.(4.1). Então o problema 
de otimização pode ser formulado da seguinte maneira:
min /  ( t ) , (4.1)
tal que
9 *  (t) < 0. (4.2)
sendo /  (t) a função objetivo representando a massa da estrutura, gt,(T (t) as restrições de 
desigualdade do 1-  nível.
As restrições de desigualdades adotadas no 1-  nível são divididas em dois grupos. O 
primeiro grupo de restrições impõem limites na espessura de cada lâmina pertencente aos 
grupos materiais a serem otimizados. O outro grüpo limita a tensão efetiva em todos os 
elementos da malha.
No segundo nível, o objetivo é a obtenção dos ângulos 6 de orientação das fibras nas 
várias lâminas, que constituem o laminado, que minimiza a tensão efetiva média determinada 
pelo Critério de Tsai-Hill. As restrições impostas nesse nível impõem limites nos ângulos. O 
problema pode ser formulado da seguinte forma:
min (/>(#) (4-3)
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tal que
9° (0) < 0 (4.4)
sendo <j)(0) a  função objetivo representando a tensão efetiva média, g9 (0) as restrições de 
desigualdade do 2-  nível impondo limites nos ângulos de orientação das fibras.
O processo de otimização do 1- nível é caracterizado por uma função objetivo não 
linear e sujeita também à restrições não lineares. O método utilizado para resolução deste 
problema de mínimo é o Método do Lagrangeano Aumentado e foi escolhido por resolver esta 
classe de problemas. A análise de sensibilidade da resposta da estrutura utiliza do Método 
Direto que é justificado posteriormente.
O processo de otimização do 2- nível utiliza o Método do Refino Sucessivo para deter­
minação do ângulo ótimo de orientação das fibras.
Figura 4.1: Processo de otimização em dois níveis.
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4.2 M étod o  do Lagrangeano A um entado
4 .2 .1  In trodução
A idéia do Método do Lagrangeano Aumentado, o MLA, é resolver um problema de 
minimização com restrições através da solução de uma seqüência de problemas sem restrições. 
O algoritmo constrói uma seqüência de problemas aproximados que converge para o problema 
original, i.e., a correspondente seqüência de soluções aproximadas produz no limite a solução 
do problema original.
Na prática somente um número finito de problemas aproximados precisa ser solu­
cionado para obter o que seria uma solução aproximada aceitável. Além disso, utiliza-se 
informações eficientes obtidas na solução de cada problema aproximado para a solução do 
próximo problema.
O MLA é um método que resolve problemas não lineares de otimização através da res­
olução de uma seqüência de problemas sem restrições. As restrições são removidas mediante 
o uso combinado do método dos multiplicadores de Lagrange e do método de penalização.
A idéia básica do método de penalização é eliminar algumas ou todas as restrições 
adicionando à função objetivo um termo de penalidade que provoca um alto valor nos pontos 
da região inviável. Neste método é adicionado um parâmetro r, que determina a severidade 
da penalização fazendo com que o problema original com restrições seja aproximado por um 
problema sem restrições.
Uma importante pergunta é como se deve selecionar o valor inicial para os multi­
plicadores de Lagrange, X1e fj}, e para o parâmetro de penalização, r 1, mas infelizmente 
não existe nenhuma regra geral, sendo que estes valores iniciais dependem de cada tipo de 
problema.
A taxa de convergência para o MLA está diretamente ligada ao decremento do parâmetro 
de penalização, rk. O número de minimizações requeridas para a convergência do problema 
diminui com o aumento da taxa de decremento de r mas o efeito de mal condicionamento é 
mais evidenciado sobre estas circunstâncias também. A introdução dos multiplicadores de 
Lagrange evita o mal condicionamento dos métodos que utilizam funções de penalidade e
Capítulo 4 - Otimização 54
por isso algumas considerações devem ser observadas em relação ao valor inicial e a taxa de 
decremento de r.
O parâmetro inicial r 1:
i- deve ser positivo;
ii- não deve ser muito pequeno tornando o problema mal condicionado na primeira iter-
açao.
O parâmetro rk:
i- deve eventualmente tornar-se pequeno e sempre positivo a cada iteração;
ii- não deve sofrer um decremento muito rápido tornando o problema mal condicionado 
tão logo;
iii- não deve sofrer um decremento muito lento para não provocar uma taxa de convergência
O Lagrangeano Aumentado foi inicialmente desenvolvidos para restrições de igualdade 
e depois estendido para restrições de desigualdade.
4 .2 .2  M éto d o  para R estrições d e  Igualdade
Considerando o problema:
pobre.
min i / ( x ) , (4.5)
tal que
hi{x) = 0, (4.6)
Onde /(x )  é função objetivo, x  é o vetor de variáveis de projeto, /í-í(x) são as restrições de 
igualdade e N h o número de restrições de igualdade.
A Função Lagrangeana L(x, A) associada ao problema é:
Nh
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onde A* é o multiplicador de Lagrange associado à i-ésima restrição de igualdade.
Note que se existir algum A* para o qual x* é solução do problema sem restrição
min x L(x, A*), (4.8)
enquanto satisfazendo a restrição de igualdade dada pela Eq.(4.6), então x* é solução do 
problema representado pelas Eqs.(4.5) e (4.6). Logo o problema:
m ina:L(x,A), (4.9)
para um dado A conveniente, tal que
hi(x) =  0, i = l..Nh, (4-10)
é equivalente ao problema original.
Considerando agora a solução equivalente ao problema dado pelas Eqs.(4.9) e (4.10) 
fazendo uso do método de penalidade exterior. Isto faz com que acrescente-se o termo de 
penalidade à função Lagrangeana L(x, A) dando origem a função Lagrangeana aumentada 
$ (x ,A  ,r).
Nh Nh
^ (x ,A ,r)  =  /(x )+  AiJii(x) +  -  (^ (x ) )2 , r - > 0 .  (4.11)
t = l  i = l
Logo, dado A e r, o Método do Lagrangeano Aumentado consiste em aplicar um 
algoritmo para a solução de um problema sem restrição x(A, r).
Os parâmetros A e r  são reajustados utilizando certas regras e o processo é então 
repetido até a convergência.
Note que:
i- Quando A =  0 o problema dado pela Eq.(4.11) se reduz ao método de penalidade 
exterior.
ii- Ao decrescer r gradualmente a seqüência de soluções x (r)  —»■ x*. As soluções inter­
mediárias x  (r) não são viáveis e de um modo geral o problema fica mal condicionado 
se r < rcrítico■ Portanto é utilizado um valor mínimo para o fator de penalização,
^ m i n  =  Tcrítico-  ( 4 - 1 2 )
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iii- Se À =  A*, onde A* representa o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados ao 
critério de otimalidade em x* (Condição de Kuhn Tucker). Neste caso, a minimização 
do problema \I/(x, A*,r) independe do valor de r. Logo a condição de otimalidade em
Nh Nh
V*tf(x, A*,r)|x. =V x/(x*)+  J 2  Xi + -  E  M **)V A (x*) =  0. (4.13)ri=1 i=1 
J™V
K.T.
Estas observações sugerem então que atualizando A* de forma que \  —► A* pode-se 
determinar a solução ótima do problema utilizando valores para r > rcritic0 e evitando desta 
forma o problema de mal condicionamento associado ao método de penalidade exterior.
Para determinar a fórmula de atualização de A a  condição de otimalidade de \&(x, A, r) 
representada por:
( 2 \
(x, A, r) =  V */(x)+  J 2  ( Ai + -  M x) ) V A (x )  =  0, (4.14)
i=i \  r J
é comparada com a condição de estacionaridade de L(x, A) em x* e A*,
Nh
V*L(x*,A*) =  Vx/(x*)+  ^  A* V,/ü(x*) =  0. (4.15)
Í=1
No limite em que x  (A, r) —» x* o termo
A» +  -  /ii(x) —» A*. (4.16)r
Esta observação sugere a seguinte atualização para os multiplicadores de Lagrange asso­
ciados às restrições de igualdade:
A?+1 =  \* +  ^  (x*) . (4.17)
4 .2 .3  E xten são  do M étod o  para R estrições de D esigualdad e
Considerando o caso particular:
min /(x ), (4.18)
tal que
<7i(x)<0, i = l..N g. (4.19)
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Onde gi(x) são as restrições de desigualdade e Ng o número de restrições de desigualdade.
Este problema é convertido em um problema de restrição de igualdade adicionando 
variáveis de folga, i.e., as restrições de desigualdades passam a ser representadas por:
gi(x) +  zf = 0, i = 1 ..Ng, (4.20)
onde Zi é a variável de folga associada à restrição gi (x).
Os resultados associados às restrições de igualdade dado pela Eq.(4.11) podem então 
ser aplicados as restrições de desigualdades resultando em:
Ng Ng
$(x , /X, r, z) = /(x )+  iXi (j)i(x) +  zf) + ~ Y 1  (#(x) +  z f f  , (4.21)
i=l i=1
onde /i; é o  multiplicador de Lagrange associado à i-ésima restrição de desigualdade.
Note que o número de variáveis do problema foi aumentado em Ng. Porém, pode-se 
eliminar as variáveis de folga Zi da Eq.(4.21), minimizando ^ (x , /z, r, z) inicialmente com 
relação à z. Neste caso, para 2 satisfazendo a condição necessária de otimalidade se tem:
V $ 2(x,Ax,r>z) =  0, (4.22)
resultando em:
zf  =  0, ou zf = - -  <?i(x). (4.23)
Logo zf  é selecionado como:
zf = max {O, -  # (x ) j , i = l..Ng. (4.24)
Esta condição satisfaz a condição necessária de otimalidade e z% torna-se uma variável de­
pendente. Pode-se então eliminar Zi de ^ (x , /z,r, z) utilizando a Eq.(4.24), o que resulta 
em:
^ (x )  +  ^  =  m a x { f t ( x ) , - ^ - } ,  i = l..Ng. (4.25)
Substituindo a Eq.(4.25) na Eq.(4.21)
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onde:
f gi(x) (gi(x) + fi{r) se g^x)  > - r- f  
m i(x,Hi,r) = < . (4.27)
l  -  ( í f i ) 2 se * (x ) < - r- f
Sendo a atualização de [ii feita através de:
í.‘+1= m ax | 0 , íl‘ - i f t (xt ) | ,  > = l..Nr  (4.28)
4.3  A nálise de Sensibilidade
4 .3 .1  Introdução
A determinação da sensibilidade da resposta da estrutura com relação às variáveis 
de projeto pode ser feita através de dois métodos, Direto ou Adjunto. Neste trabalho foi 
escolhido o Método Direto pelo fato de que o problema a ser resolvido envolve um número 
bem maior de restrições do que de variáveis de projeto, e conseqüentemente tornando-o 
mais barato computacionalmente quando compaxado ao Método Adjunto sob essas mesmas 
condições. A descrição do método escolhido é apresentada a seguir.
4 .3 .2  M étod o  D ireto
Mediante a aplicação do Método de elementos Finitos, a estrutura inicialmente contínua 
é transformada em uma discreta. Limitando à casos de cargas estáticas que designa-se por
F, U  equilibra F se o seguinte sistema de equações é satisfeito:
K U  =  F, (4.29)
onde K  é a matriz de rigidez global de dimensão n x n , U é o  vetor de deslocamentos nodais 
e F  é o vetor de cargas nodais equivalentes.
Em geral, K  depende de parâmetros elásticos que caracterizam o comportamento da 
estrutura e de parâmetros geométricos que definem a forma da casca. O vetor de carga F  
também pode depender das variáveis de projeto, por exemplo, quando se considera o peso 
próprio da estrutura. Neste trabalho é desprezado o efeito do peso próprio considerando 
que os carregamentos nodais resultantes devido a esse efeito sejam desprezíveis quando com­
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parados com os carregamentos prescritos, sejam concentrados ou distribuídos. Nesse caso, o 
vetor de caxga é independente das variáveis de projeto.
Definindo-se x como sendo o vetor das variáveis de projeto a serem otimizadas, logo a 
Eq.(4.29) pode ser reescrita como:
K  (x) U (x) =  F. (4.30)
Assim os deslocamentos podem ser determinados através da resolução do sistema de equações 
lineares acima, ou seja:
U (x) =  K -1 (x) F. (4.31)
A função objetivo do problema apresenta a seguinte forma:
V>(x) =  ^ (x ,U (x )) . (4.32)
Diferenciando ambos os termos da Eq.(4.32) com a finalidade de se obter o gradiente 
da função objetivo Vi/1, se tem que:
d $  d V  d U  dtp (x) =  V^.dx =  —  • dx +  —  ■ T ^d x , (4.33)
de onde resulta:
V^  =  _  +  (VUf _ .  (4.34)
Como pode-se observar, para calcular o Vt/> é necessário calcular o VU. Assim, o 
gradiente dos deslocamentos pode ser obtido derivando ambos os lados da Eq.(4.30), logo:
K | ^  =  - f ^ U ,  k =  l..Nx, (4.35)
OXk OXk
onde Nx representa o número de variáveis de projeto.
Considerando que o problema agora possui Ng restrições que geralmente são expressas
como:
Qi (x) =  Gi (x, U (x )), i = l..Ng, (4.36)
onde N g é o número de restrições do problema. O tratamento realizado para a análise de 
sensibilidade da função objetivo ip pode ser aplicado a cada uma das componentes Qi das
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restrições. Então, para í-ésima restrição tem-se:
_  . . d G i ,  dGi dUj
V f t ( x )  =  t e + 5 ü :ã í:-  (437)
Onde i =  1 ..Ng, k = l..Nx e j  =  l..n.
Então para efetuar o cálculo da sensibilidade deve-se:
i- Determinar para i =  l..Ng, k =  l..Nx e j  = l..n
ÔK dV d<q dGi dGi 
dxk ’ dxk ’ dUj ’ dxk ’ dUj'
ii- Determinar o VU através da solução de Nx sistemas de equações:
(4.38)
K ^ -  = ~ V .  (4.39)
oXk oXk
iii- Por substituição determinar:
díp _  d^f ÕÚ . .
dxk dxk 5U dxk ’
%  W  d G i m õ U  (
dxk dxk dU dxk
Onde i =  l..Ng efc =  l..Nx.
4 .4  Form ulação do Problem a do 1° N ível
4 .4 .1  V ariável de P ro jeto
As variáveis de projeto consideradas nesse 1-  nível de otimização representam a es­
pessura de todas as lâminas que constituem os grupos materiais a serem otimizados. São 
designadas por t, onde t(k,j) representa a espessura da j-ésima lâmina pertencente ao grupo 
material k.
4 .4 .2  Função O bjetivo
A função objetivo / ( t) do 1-  nível, dada pela Eq.(4.1), representa a massa total das 
lâminas pertencente aos grupos materiais a serem otimizados e é determinada por:
Nm Nek Nl*
/ w - E E E í m  w w  (4-42)
f c = l  i — 1  j = l
Onde:
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N m -  número de grupos materiais a serem otimizados;
Nek- número de elementos pertencente ao grupo material A:;
Nlk- número de lâminas pertencente ao grupo material k]
P(kj)- massa específica da j-ésima lâmina do grupo material k]
volume do i-ésimo elemento determinado na j-ésima lâmina do grupo material k.
O volume do elemento V^(t)(k,j,i)  é determinado, utilizando a base covariante Fç dada 
pela Eq.(3.l6), através de:
r1 /•! fÇ(k,j+1)
'C(fcj)
Onde:
vd t) (kj,i) =  f  í  / ( d e t(F c(t)(kj,i)) dÇdÇdri. (4.43)
J -  1 J-  1 JÇtUiS
Ç(k,j)~ coordenada (  da superfície inferior da j-ésima lâmina do grupo material k;
C(kj+i)' coordenada Ç da superfície superior da j-ésima lâmina do grupo material k;
Fç(t)(fcj,i)- base covariante do í-ésimo elemento determinada na coordenada Ç da ji-ésima lâmina 
do grupo material k.
Para melhorar o condicionamento numérico do problema a função objetivo é adimen- 
sionalizada, dividindo a mesma pela função objetivo determinada inicialmente. Então, a 
Eq.(4.42) pode ser reescrita como:
N m N e k N l k x  x  C ( fc  j+1)
/ ( t )  =  7—  I d*t (Fe(‘ )(w .oK < *í* )- (4.44)
Jinicial J -1 J  — 1
4 .4 .3  R estr ição  de E spessura
As lâminas a serem otimizadas são limitadas por valores máximos e mínimos de espes­
sura, logo a espessura da ji-ésima lâmina pertencente ao grupo material k  deve permanecer 
no intervalo:
Kh) -  t (k’i) -  (4.45)
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Cada lâmina a ser otimizada t^,j) necessita de duas restrições de espessura que são deter­
minadas por:
9 ( k j , i )  =  h k j )  ~  í ( * j )  <  0 ,
9(k,j,2) = tfkj) ~ Hkj) < 0. (4.46)
Onde k =  l . .N m  e j  =  1 .~/V7*.
Logo, o número de restrições de espessura N* é determinado por:
Nm Nl).
2. (4.47)
fc=i j=i
Com o objetivo de melhorar o condicionamento numérico do algoritmo é feita a adi- 
mensionalização das restrições de espessura. Esse processo é feito dividindo as restrições 
de espessura por Logo as restrições representadas pela Eq.(4.46) podem ser reescritas 
como:
9 \k,j,l) — ,inf (t&j) í(fcj)) < 0,
9(*J, 2) =  i - s r ^ 0- <4-4«)\k j)
Onde k = l . .N m  e j  = 1..ÍV7*.
4 .4 .4  R estr ição  de Tensão
No processo de otimização do 1-  nível, além das restrições de espessura são utilizadas 
também as restrições de tensão. Da mesma forma que as espessuras, as tensões efetivas 
também são limitadas por. um intervalo considerado admissível, logo:
o f t )  < < vs(Z r  (449)
Onde:
a Qtj)~ inferior de tensão da jf-ésima lâmina do grupo material k ;
limite superior de tensão da j-ésima lâmina do grupo material k;
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a(k,j,i)~ tensão efetiva do í-ésimo elemento determinada na jí-ésima lâmina do grupo material 
k.
Visto que uma alteração na espessura de qualquer lâmina pode alterar a tensão em 
qualquer elemento da malha, independente do grupo material pertencente, é necessário ver­
ificar se cr(k,j,i) está dentro dos seus limites para todos os elementos da malha. Um único 
ponto foi escolhido para a determinação da tensão no elemento e está posicionado no seu 
baricentro, ou seja, no nó de número nove conforme mostrado na Fig.(3.11). Em relação a 
espessura da lâmina, foram escolhidos dois pontos, um na superfície inferior e o outro na 
superfície superior. Então o número de restrições de tensão N °  pode ser determinado por:
Ntm. Nek Nlf.
^ ' = E E E 4. (4-5°)i i=i j=i
onde N tm  é número total de grupos materiais.
Considerando que crjfc ^  ^  e cr“fc ■ ^  são as tensões na face inferior e superior, respectiva­
mente, do í-ésimo elemento determinada na j-ésima lâmina do grupo material k, logo:
-  ( T S U P < 0 ,
< 4  -
< 0 ,
s u p  
_  a (k,j)
< 0 ,
__in f
° ( M  ~
seU < 0 .
Onde k = l . .N tm , i = l..Nek e j  = l..Nlk.
Para as restrições de tensão também são feitas as adimensionalizações. Mas ao contrário 
das restrições de espessura as de tensões são adimensionalizadas utilizando o limite superior 
do intervalo admissível. Logo, as 4 restrições de tensão por lâmina de cada elemento podem 
ser reescritas como:
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1 < 0. (4.52)s u p
A tensão efetiva adotada para comparação pode ser representada por qualquer
componente do tensor tensão ou, até mesmo por uma norma de tensão. Para os problemas 
de otimização de estruturas de materiais compostos laminados a tensão efetiva escolhida 
para a comparação é determinada pelo Critério de Falha de Tsai-Hill, que para um estado 
triaxial de tensões:
a\ (  ' 1 1 1 \  r 23
+  y?  +  z ? )  +  W  +
° 2  (  1 1 1 A  r 13
+  y ^ ~ c r 1 a 3  -  —  +  —  J  + j j i  +
o\ (  1 1 1 \  t \2
+ Z ^ ~ ai(T2 \ X Í  + Y ? ~ Z ? )  + ~sf- 4^-53^
Apesar de uth ser adimensional, ou seja, não possuir dimensão de tensão, durante todo 
esse trabalho será utilizado o termo “tensão efetiva” para designa-lá. Pois assim lembra-se 
que uth trata-se de uma constante que, a partir de um estado de tensão, avalia o nível de 
solicitação atuante na lâmina.
Esse critério considera que a falha ocorre quando a TH >  1. Como o valor de cr t h  
E [0, oo) e considerando que as lâminas suportem a solicitação submetida, os limites de 
tensão podem ser reescritos, resultando em:
0 < aTH (k,j,í) < 1- (4.54)
Introduzindo agora um coeficiente de segurança C que representa o quanto o estado de 
tensão atual pode ser multiplicado para atingir o valor limite, a Eq.(4.54) pode ser reescrita 
como:
0  <  (t T h  (k j,i)  <  ç í  ,
onde C deve pertencer ao intervalo (l, oo) para que não ocorra a falha da lâmina.
Logo as restrições de tensão adimensionalizadas, dadas pela Eq.(4.52), podem ser rep­
resentadas por:
9(k,j,i,l) — C2 aTH (k,j,i) -  1 < 0,
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9(k,j,i,  2 ) —  — C 2 rrl ~  T H  (k,j,i) < 0 ,
9\k,j,i,Z)
_  s~i2 u  _
-  u  o T H 1 < 0 ,
9(k,j,i,i)
/ o 2  _ u  
-  °  a T H  ( k,j,i) < 0 . (4.55)
l ..N lk.
Então, determinada as restrições de espessura e de tensão, o número total de restrições 
Ng,<7 para o 1-  nível de otimização é dado por:
N 1/  = Ng +  Ng. (4.56)
4 .4 .5  G radiente da Função O bjetivo
O gradiente da função objetivo é em relação às variáveis de projeto, ou seja, em relação 
as espessuras í(fcj), onde a função objetivo é dada pela Eq.(4.44). Como pode-se observax, 
o único termo dependente de t(k,j) é Fç(t)(fcíJ>j) que é utilizado para determinar o volume do 
elemento, logo o gradiente da função objetivo é obtido por:
_ TVtto Nljç ÍÍT/' Í4-\
v ,/(t) = 7 i - E E E ^ . ^ íf í . (« v )Jtmciol k=1 i= í j=1
onde:
av<£ ) { lM  = /" / ’ f ã r -  f ' w )  det Fí (*)<«<><*<) *  <4-58)
Para determinar o termo dt^  ■ detF^(t)^fc j^dÇ utiliza-se a Regra de Leibnitz’s para
diferenciação da integral, Spiegel [1992] pág. 149. Com isso:
^ - / ' <“ J“ ’ d e tF c(t)(i ,í ,j)íiC =  (Fc(CW+1))W ,.)) -
d<* (4-59>UL(k,j)
4 .4 .6  G radiente da R estrição de E spessura
As restrições de espessura, como visto na Eq.(4.46), somente dependem diretamente 
t(fcj), logo a Eq.(4.37) pode ser reescrita como:
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Onde i = l-.Ng e k = l..Nx.
Efetuando a mudança de variável x  —> t  e substituindo as restrições dadas pela 
Eq.(4.48) em Gi se obtem:
d9ik.i
(k,j, 2)
dt, , ~  (461) 
Onde k - 1 ..Nm  e j  =  l..Nlk.
4 .4 .7  G radiente da R estrição  de Tensão
O gradiente das restrições de tensão não podem ser determinados diretamente pois as 
tensões dependem da espessura das camadas. Como pode ser visto na Eq.(4.49) não existe 
nenhuma dependência direta das restrições de tensão com as espessuras das camadas, logo 
a Eq.(4.37) pode ser reescrita como:
v *<x> = ü t -  <4-62> 
Onde i = l..Ng, k =  l..Nx e j  = l..n.
Efetuando a mudança de variável x  —* t e substituindo as restrições dadas pela 
Eq.(4.55) em Gi se obtem:
dí(fcj)
d9{k,j,i,z)
d& JM )
= C2 - < 0 ,
< 0,
d(JTH (k,j,i) dV
a u
-r2 daTH (k,j,i) dU
dU
f)rruTH (k,j,i) a u
a u dhkj)
f)rru 0(7TH a u
d\J
s  ' a t (M - u'
=  < 0 .  ( 4 . 6 3 )
Onde k = l . .N tm , j  =  l. .N lk e i  = l..Nek.
O termo ^  da Eq.(4.63) pode ser determinado diretamente derivando a Eq.(4.53),
logo:
d(T T H  (k,j,i) =  Í o £ l Ê Z 1 _ ( __L j . _ L j . J _ W  +  \  or23 d r 2Z
a u  1 x ?  a u  V x r V  z i )  v 2 «9U d v a3J vr2 a u
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a 2 dcr2 (  1 1 1 \  /  9cr3 d(T\ \  „Ti3 <9t13 
+  Y?~ãü ~  ~~ y ? +  z $ )  v  1ã ü  +  ã Ü * 3)  +  õ ?  # ü  +
, 0 ^ 3 ^ 3  /  1 1 _ J _ \ f  d a 2 . d a x  \ , 0 T i 2 à r u \  d V  (Af íA.
+ z* au V^ r V  z 2r )  v 1 dv + dv a y  s? d u  /  ‘ &t(kJ) ( ■ )
O outro termo da Eq.(4.63), o 3^ 7  é determinado efetuando a mudança de variável 
x  —> t  e resolvendo o sistema de equações lineares dado pela Eq.(4.39). Logo:
(4-65)Ót{k,3) dt(k,j)
Onde k =  l . .N tm  e j  =  1..Nlk-
4.5 Form ulação do Problem a do 2- N ível
4 .5 .1  V ariável de P ro jeto
As variáveis de projeto consideradas no 2- nível de otimização representam o ângulo 
de orientação das fibras das lâminas que constituem os grupos materiais a serem otimizados. 
São designados por 0, onde 0{k,j) representa o ângulo de orientação das fibras da j-ésima 
lâmina pertencente ao grupo material k.
4 .5 .2  Função O bjetivo
No 2- nível de otimização, a minimização é feita localmente para cada lâmina de cada 
grupo material a ser otimizado. A função objetivo 0 a ser minimizada representa a tensão 
efetiva média determinada pelo Critério de Tsai-Hill e é obtida por:
N t m  ^ JVe*: N l k
^ e ) =  5Z  J j Z  S  °TH (k,j,i) +  aTH 0 (4-66) 
f c = 1  k  i = 1  j = 1
As tensões efetivas são obtidas através do estado de tensão, representado pelas compo­
nentes ax , CTy, az , Txy, t xz e Tyz, determinado no 9a nó. Então, dado o estado de tensão no 
elemento, pode-se obter as tensões nas direções principais de ortotropia (ai, <r2, <73, r 12, T13 
e r 23) utilizando a matriz de tranformação T  dado pela Eq.(2.52), e conseqüentemente, de­
terminar a tensão efetiva através da Eq.(4.53).
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4 .5 .3  R estr ição  de Â ngulo
As restrições impostas nesse nível de otimização impõem limites nos ângulos de orien­
tação das fibras. Esses limites adotados para as variações angulares definem todo o intervalo 
fisicamente viável pois a função objetivo é periódica a cada intervalo de 180°. Logo os ângulos 
devem permanecer no intervalo dado por:
-90° < 0(M  < 90°. (4.67)
Onde k = l . .N m  e j  = l. .N lk.
4.6 A lgoritm o de M inim ização 1-D
4 .6 .1  Q uadratic G olden Side Search
É desejável ter um algoritmo para encontrar o ótimo de uma função 1-D que seja 
eficiente e preciso. Existem vários algoritmos de otimização 1-D disponíveis sendo que o 
“Golden Search” e o “Brent” são os dois mais populares.
O “Golden Search”, embora seja um algoritmo lento, tem sido aplicado em vários 
campos. A vantagem de se utilizar esse método é que para quase todo tipo de função ele 
pode encontrar a solução ótima precisamente. De acordo com Yu et al [1991], Jarratt propôs 
um algoritmo de sucessivas interpolações quadráticas que é mais rápido, porém a solução 
obtida por esse método não é confiável em todo tipo de aplicação. “Brent” combinou o 
método de “Golden Search” e o da interpolação quadrática em um só algoritmo que é mais 
rápido e normalmente confiável na localização do mínimo. Durante esse processo de procura 
o algoritmo acompanha e atualiza seis pontos no intervalo atual de procura. O algoritmo de 
“Brent” é relativamente rápido e seguro mas falha em alguns casos.
O algoritmo de procura 1-D utilizado neste trabalho, o “Quadratic Golden Side Search” 
foi proposto por Yu et al [1991]. Esse algoritmo combina o método da interpolação quadráti­
ca, o “Golden Search” e um algoritmo de procura lateral que possui as vantagens individuais 
de cada um portanto resultando em um algoritmo mais eficiente e mais confiável. O algo­
ritmo unificado se baseia em duas etapas. Inicialmente ele utiliza o método de interpolação
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quadrática para reduzir o intervalo de procura até um tamanho suficientemente pequeno. A 
finalização dessa etapa é obtida quando os pontos de interpolação tem uma distância menor 
que um erro definido. Reduzido o tamanho do intervalo de procura, o segundo processo 
é baseado na comparação dos valores da função e os novos pontos são determinados pela 
divisão apropriada de segmentos de retas tal como o “Golden Search” e conseqüentemente 
obtendo uma solução com maior precisão.
O algoritmo assume que no interior do intervalo inicial existe um mínimo local. Esse 
intervalo contendo o mínimo é obtido rapidamente utililizando a subrotina MNBRACK ofer­
ecida por Press et. al. [1992].
4 .7  A lgoritm o de M inim ização N -D
4 .7 .1  S teep est D escen t M ethod
O “Steepest Descent Method” é um método bem simples. A idéia é de se utilizar 
somente a informação da primeira derivada da função objetivo. O método inicia a busca do 
ponto ótimo da função a partir de um valor pré estimado x 1 e em seguida é determinada a 
direção de descida no ponto pela Eq.(4.68).
d fc =  -V * /(x fc). (4.68)
Se a direção de descida não é nula então é computado, pela procura 1-D, o tamanho do 
passo a e o próximo ponto a ser determinado pela Eq.(4.69). Esse processo é repetido até a 
convergência, ou seja, até que Vx/ ( x fc) < e, onde e é a tolerância adotada para o problema.
x *+1 =  x fc +  a d fc. (4.69)
O “Steepest Descent Method” apesar de ser um método bem simples não foi utilizado 
nesse trabalho porque possui uma taxa de convergência ruim. Isso ocorre porque somente a 
informação da derivada de primeira ordem é utilizada.
4 .7 .2  M éto d o  de N ew ton
O Método de Newton possui uma propriedade de convergência muito boa porque são 
usadas as informações da derivada de segunda ordem. Mas para maioria dos problemas
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de projeto de engenharia esse método é ineficiente porque requer o cálculo de n (n 4- 1) /  2 
derivadas de segunda ordem, onde n representa o número de variáveis de projeto, Arora
[1989].
A idéia básica do método é usar a expansão até a segunda ordem da função objetivo, em 
Série de Taylor, no ponto. Se as derivadas de segunda ordem, representadas pela Eq.(4.70), 
são possíveis de serem calculadas pode-se obter melhores informações sobre a função e uma 
direção de descida mais precisa é encontrada. Isso faz com que a taxa de convergência do 
método seja alta.
H(x*) = V if(x*). (4.70)
Determinada a direção de descida, dada pela Eq.(4.71), e o tamanho do passo a  por 
qualquer método de procura 1-D o novo ponto pode ser obtido através da Eq.(4.69). Para 
encontrar o ponto ótimo do problema esse processo deve ser repetido até a convergência.
dk = - H - 1V xf ( x k). (4.71)
A complexidade associada com o alto custo computacional para a determinação da 
derivada de segunda ordem da função objetivo e das restrições foi o fator decisivo por não 
se optar pelo uso do Método de Newton.
Pode-se notar, em ambos os métodos, que cada iteração é iniciada com novas variáveis 
de projeto sem usar qualquer outra informação da iteração anterior.
4 .7 .3  V ariable M etric M eth od
O “Variable Metric Method” é o método utilizado para minimizar uma função sem 
restrição. Optou-se por este método já que ele possui uma taxa de convergência superior 
ao “Steepest Descent Method” e, para o problema proposto, apresenta um custo computa­
cional aceitável. Várias variações desse método são apresentados na literatura específica, 
Arora [1989], Bazaraa e Shetty [1979], Chong e Zak [1996] e McCormick [1983]. Os dois 
mais utilizados são o DFP (Davidon-Fletcher-Powell) e o BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb- 
Shanno). O esquema do BFGS e do DFP diferem somente em detalhes tais como erro de 
arredondamento, tolerância de convergência e que estão fora do escopo desse trabalho. E
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geralmente reconhecido que, empiricamente, o BFGS é superior nesses detalhes e tem mostra­
do ser mais eficiente em aplicações, Arora [1989]. Devido a esse fato foi utilizado o BFGS o 
qual é descrito a seguir.
A idéia básica do “Variable Metric Method” é construir, iterativamente, uma boa 
aproximação para a inversa da matriz Hessiana H -1, ou seja, construir uma seqüência de 
matrizes A k com a propriedade,
lim A k =  H -1. (4.72)k—+oo
A razão deste método também ser chamado de Quasi-Newton pode ser entendido a 
seguir. Considera a busca do mínimo usando o Método de Newton para a procura do ponto 
ótimo no qual o gradiente da função objetivo é nulo. Na vizinhança do ponto atual x*, a 
segunda ordem da expansão de Taylor e dada por:
/(x )  =  / ( x fc) +  (x -  x fc) . V /(x*) +  i  (x -  xfc) • H  (x -  x fc) , (4.73)
e conseqüentemente:
V /(x ) =  V /(x*) +  H  (x -  x*) . (4.74)
No Método de Newton é imposto que V /(x ) =  0 para determinar o próximo ponto:
(x -  x k) = - H 1 V f ( x k). (4.75)
O método utilizado difere do Método de Newton porque não se determina exatamente 
a matriz Hessiana de / ,  mas sim uma aproximação dela. Esse método tem se mostrado na 
prática superior ao método de Newton. Para entender esse resultado, considere a direção de 
descida da função /  no ponto x fc. Essas são as direções d ao longo da qual a função objetivo 
decresce: V /(x*) • d  < 0. Para a direção de Newton ser uma direção de descida, deve se ter:
V /(x*) • (x -  x fc) =  -  (x -  x fc) • H  (x -  x fc) < 0, (4.76)
isto é, H  deve ser positiva definida. Tomando o passo atual de Newton com a Hessiana 
exata pode-se mover para pontos onde a função incrementa de valor. A idéia do Quasi- 
Newton é iniciar o processo iterativo com a aproximação de H  sendo positiva definida e
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simétrica, usualmente utilizando a matriz identidade, e construir aproximando A k de tal 
forma que a matriz A fc permaneça sempre positiva definida e simétrica. Portanto próximo 
ao mfnimo é garantido que sempre a direção de descida determinada moverá para um ponto 
que decrementa a função objetivo. Perto do mínimo, a atualização de A fc tende à inversa da 
Hessiana exata e é obtida a convergência quadrática do Método de Newton.
Considerando que o processo é iterativo a Eq.(4.74) pode ser reescrita como:
(xfc+i _  x*) =  a  (V /(x fc+1) -  V /(x * )) . (4.77)
A atualização da inversa da Hessiana é feita através de A f c + 1  =  A fc+  correção. Uma 
das vantagens desse método é que não é necessário determinar a segunda derivada da função 
objetivo. A atualização requer a determinação somente da primeira derivada e a utilização 
de informações obtidas em iterações anteriores para a aceleração da convergência em direção 
ao mínimo.
A atualização pelo DFP é feito através de:
*.4.1 * (x*+1 ~ x*) ® (x*+1 “ x*) /A f c + i  _  I__________________v _________________________ /  V __________________/ __________ Í 4  7 R )
(x*+i -  xfc) • (Vxf ( x k+1) -  V xf ( x k))
[A* (V */(xfc+1) -  V */(xfc))] ® [Afc (V */(xfc+1) -  V xf ( x k))] 
(Vi:/(xfc+1) — V xf ( x k)) • A k ÇVxf ( x k+1) — Vx( /x fc))
A atualização da inversa da Hessiana utilizando a variação de BFGS é exatamente a 
mesma mostrada pela Eq.(4.78), mas com um termo adicional,
. . .  +  [(Vx/ ( x fe+1) -  Vx/(x*)) • A k ('Vxf ( x k+1) -  V ,/ ( x fc))] c 0  c, (4.79)
onde c é definido como o vetor:
(x fe+i _  xfc 'j
c = (4.80)(xfc+1 -  x*) • {Vxf ( x k+1) -  V xf ( x k))
____________ A* (V ,/(x*+1) -  V ,/ ( x t ))___________  
(V J (x ‘+1) -  V ,/ (x ‘ )) • A* (VI/(x*+1) -  V ,/(x*))-
A direção de descida pode ser obtida através de
d k = - A kV J { x k). (4.81)
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Devido a propriedade de A k, positiva definida, d é direção de descida. Para determinar 
o ponto de ótimo basta computar, pela procura 1-D, o tamanho do passo a , atualizar as 
variáveis de projeto x fc pela Eq.(4.82) e repetir o processo até a convergência. Onde a 
convergência é obtida quando Vx/ ( x fc) < e, onde e é a  tolerância adotada para o problema.
x fc+1 =  x fc +  q dfc. (4.82)
Embora raro, pode acontecer que os erros de arredondamento tornem a matriz A k 
próxima de ser singular ou de se tornar não positiva definida. Isto pode resultar que a di­
reção estabelecida não seja de descida e também que devido a aproximação da singularidade 
da matriz A* as outras subseqüentes tenderão a ficar próximas da singularidade. Para re­
solver esses raros problemas existem algumas implementações modernas do “Variable Metric 
Method” que podem ser encontradas em uma revisão mais aprofundada sobre o assunto.
4.8 M étod o  do Refino Sucessivo
O Método do Refino Sucessivo é utilizado, nesse trabalho, para a busca do ângulo ótimo 
de orientação das fibras. Esse método foi escolhido porque tem a capacidade de encontrar 
o mínimo global da função objetivo cj) e Por ser relativamente rápido, pois o processo para 
cálculo de 4> é simples e o intervalo de procura é pequeno e bem definido. A idéia básica do 
método, conforme mostrado pela Fig.(4.2), é a seguinte:
i- dividir o intervalo de procura em pontos lpi igualmente espaçados, onde o intervalo é 
defido por L\ =  {9 \ 9 € [—90°, 90°]}; '
ii- determinar o ponto lp* em que a função objetivo 0 é menor;
iii- determinar o novo intervalo de procura definido por Li = {9 \ 9 € (V í-i/P í+ i)];
iv- utilizar um algoritmo para a busca do mínimo local no intevalo L2 ]
v- determinar o mínimo global 2p* pertencente ao intevalo L2.
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] 90° y M ( ^  ) 1P ,7+1
Figura 4.2: Esquema do Método do Refino Sucessivo.
Nesse trabalho, é utilizado o Método da Interpolação Quadrática para a busca do míni­
mo local. A descrição desse método pode ser encontrada em qualquer referência de otimização 
citada. Para a determinação do ponto lp* o intervalo L\ foi divido em 13 pontos, ou seja, 
em 15° em 15°. Esse valor foi definido com o intuito de se garantir que a primeira derivada 
da função <fi não mude de sinal no intervalo [1pi,1pf+i] e conseqüentemente, garantindo que 
o mínimo encontrado seja global. Foi adotada uma tolerância de Io para a determinação do 
ângulo ótimo de orientação das fibras.
Capítulo 5 
R esultados
5.1 Introdução
Neste capítulo, são apresentados, analisados e comparados resultados numéricos de 
vários problemas cujas soluções são encontradas nas referências citadas. Os problemas pro­
postos tem o objetivo de validar e comprovar a viabilidade do modelo de análise e otimização 
de cascas de materiais compostos laminados. Os resultados são obtidos através de um pro­
grama escrito, em linguagem Fortran 90, durante a dissertação onde foram implementados 
o Método dos Elementos Finitos e o processo de otimização descrito anteriormente.
As aplicações englobam as mais diversas situações para comprovar a versatilidade do 
programa. São utilizadas estruturas de diferentes geometrias, planas e curvas, constituídas de 
materiais isotrópicos e anisotrópicos submetidas à varios tipos de carregamentos e condições 
de contorno.
Os materiais utilizados nos problemas possuem características que os classificam co­
mo isotrópicos, transversalmente isotrópicos e anisotrópicos podendo possuir uma ou várias 
lâminas. Suas propriedades mecânicas são apresentadas na Tab.(5.1).
Em todas as aplicações, / i é a  espessura da placa ou casca, a o comprimento caracterís­
tico da placa, R  o raio do cilindro e q0 a intensidade do carregamento atuante.
Os resultados apresentados quando adimensionalizados são obtidos por meio das seguintes 
relações:
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(J i —  (T
T xy  — T  xy
T iz =  T,
i = x ,y ,
i = x ,y . (5.1)
onde E<i é o módulo de elasticidade na direção transversal às fibras e n  é uma constante 
inteira que define o fator multiplicativo de w.
Tabela 5.1: 'ropriedades mecânicas dos materiais.
Denominação Característica Propriedades Mecânicas
Material 1 isotrópico E  =  210 GPa v = 0.3
Material 2 transver.isotrópico
Ei G12 =  0 .5£2 fi2 =  0.25 
E 2 = E i /  25 Gi3 =  0.5 E 3 viz =  0.25 
Ez = Ei /  25 G23 =  0.2 Ez v 2z = 0.25
Material 3 transver.isotrópico
Ei G12 =  0.6 E2 V12 =  0.25 
Ei =  Ei /  40 G13 =  0.6 Ez 1^ 13 =  0.25 
Ez =  Ei j  40 G23 =  0.5 Ez viz = 0.25
Material 4 anisotrópico
Ei = 7.5xl06 
E2 = 2.0x l06 
Ez = 2.0x l06
G12 =  1.25x106 
Giz =  6.25x105 
G23 =  6.25x105
V12 =  0.25 
v  13 =  0.25 
t >23 =  0.25
Material 5 transver.isotrópico
Ei =  76.0 GPa 
E2 = 5.5 GPa 
Ez = 5.5 GPa 
X T = 1400 MPa 
X c  =  235 MPa 
Sr =  60 MPa
G12 =  2.30 GPa 
Giz = 2.30 GPa 
G23 =  1.15 GPa 
Yt  = 32 MPa 
Yc = 140 MPa 
Ur = 60 MPa 
p =  1400 Kg/m3
V12 =  0.34 
viz =  0.34 
2^3 =  0.34 
ZT = 32 MPa 
Zc  =  140 MPa 
Vr = 30 MPa
Material 6 isotrópico
E  = 210 GPa G = 84 GPa v = 0.25 
X T = 250 MPa Sr = 165 MPa 
Xj'  =  X ç  =  Yt  =  Yc  =  Zj- =  Zç 
ST =  UT =  Vr
___________ p = 7500 Kg/m3____________
Material 7 transver.isotrópico
Propriedades do Material 5 a não ser 
X T - 1400 MPa Yt  12 MPa ZT =  12 MPa 
X c = 235 MPa Yc = 53 MPa Zc = 53 MPa 
Sr = 34 MPa UT = 34 MPa Vr = 13,6 MPa
Nos problemas analisados são considerados diversas situações. São consideradas re­
strições livres, apoiadas e engastadas e carregamentos concentrados, uniformemente dis­
tribuídos e senoidais.
Vale lembrar que das equações de equilíbrio de placas e cascas laminadas para a Teoria
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de Kant, resultam oitò condições de contorno associadas aos graus de liberdade u, v, w, 
di, 02, w*, 6\ e 0*2. Quando rotacionadas para o sistema global aparecem quatro graus de 
liberdade adicionais resultando nos 12 graus de liberdade na base global, representados por 
ux , u Y , Uz, Ox, 6y, 6z, u*x, uy , 9*x  edy  e 0*z . No caso particular de uma placa retangular, 
em cada ponto do contorno devem ser especificadas as doze condições de contorno, de acordo 
com a Tab. (5.2), onde 0 e 1 represntam graus de liberdade livre e fixo, respectivamente.
Tabela 5.2: Condição de contorno.__________________
Tipo de apoio Condição de contorno
ux Uy uz Ox eY Qz u*x Uy u*z e*x Oy Pz
livre 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0
simples em x 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0
simples em y 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
simétrico em x 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0
simétrico em y 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
engastado 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5.2 P roblem as com  M ateriais Isotrópicos
5.2 .1  P a tch  T est
O “Patch Test” é um teste numérico para verificar se o elemento satisfaz a condição 
de ser completo, ou seja, ter a capacidade de representar uma função linear. Através deste 
teste pode se avaliar a sensibilidade do elemento à distorção da malha.
Uma placa quadrada constituída pelo Material 1, descrito na Tab.(5.1), é discretizada 
usando-se nove elementos regulares e nove elementos linearmente distorcidos, representa­
da pela Fig.(5.1) por (a) e (b), respectivamente. A placa é submetida à dois estados de 
solicitação, um de tração e o outro de flexão.
(a) (b)
Figura 5.1: a) Malha regular, b) Malha distorcida.
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Primeiramente o teste é feito tracionando uniaxialmente a placa conforme a Fig.(5.2). 
Devido a simetria material, geométrica e de carregamento somente 1/4 da placa é discretiza- 
da. São analisadas duas razões de lado sobre espessura a/h  e obtidos os valores do desloca­
mento axial no sentido da tração no ponto P para malha regular e distorcida. Estes valores 
são mostrados na Tab.(5.3), onde os subescritos a e b representam malha regular e distorcida, 
respectivamente.
Figura 5.2: Placa isotrópica submetida a tração.
Da análise dos resultados deste problema conclui-se que e as soluç ões obtidas utilizando 
a malha regular e a malha distorcida são idênticas. Isso mostra que para esse tipo de 
solicitação o elemento finito distorcido comporta-se muito bem.
Tabela 5.3: Deslocamento do ponto P para malha regular e distorcida sob tração.
a/h ua ub ua/u b .100%
10 0.4333xl0-8 0.4333xl0-8 1.00
1000 0.4333xl0" 6 0.4333xl0" 6 1.00
O segundo teste é feito considerando a placa simplesmente apoiada submetida à um 
carregamento, no ponto P, concentrado e na direção transversal à face da placa. São uti­
lizadas várias razões de a/h. Nesse caso pode-se observar a presença de locking1 somente na 
malha distorcida. Isso ocorre quando a relação lado por espessura da placa ultrapassa à 400. 
Para evitar este problema numérico é utilizada uma integração reduzida de 2 x 2 pontos nos 
termos relacionados com a energia de cisalhamento. Os valores do deslocamento transver­
sal no ponto P para a malha regular, malha distorcida e malha distorcida utilizando a sub
1 Locking - Travamento que consiste na redução da capacidade de aproximação do elemento pelo surgi­
mento de uma excessiva rigidez na estrutura.
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integração são comparados com os obtidos analiticamente por Roark [1975] e mostrados na 
Fig.(5.3).
w analítico
Figura 5.3: Deslocamento do ponto P para malha regular e distorcida sob flexão.
Pode-se observar que, com a utilização da sub-integração, os resultados permaneceram 
próximos aos obtidos por Roark resolvendo o problema de locking. A maior diferença dos 
valores de deflexão no ponto P  é atingida quando razão a/h  =  10. Isso ocorre porque na 
análise feita por Roark foi considerada uma placa fina, o que não se pode considerar quando 
se utiliza essa razão.
5.2.2 P laca  isotrópica
Uma placa isotrópica constituída pelo Material 1, descrito na Tab.(5.1), é analisada 
neste caso. A placa quadrada, de lado a, simplesmente apoiada é submetida à um car­
regamento uniformemente distribuído de intensidade qa. Devido à condição de simetria de 
material, carregamento e condição de contorno, somente 1/4 da placa é discretizado. As 
condições de contorno utilizadas, devido à simetria, foram indicadas na Tab.(5.2). A placa 
é discretizada por quatro malhas com densidade de 1, 4, 16 e 64 elementos.
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Os resultados mostrados na Tab.(5.4) representam os valores da deflexão adimension- 
alizadas w no centro da placa para n = 2, ou seja, os valores de tõ (|, | ,  0). Pode-se verificar 
que a convergência da solução é obtida rapidamente. Esses resultados são comparados com 
mais duas teorias e pode-se verificar que os valores obtidos estão bem próximos. Os resulta­
dos utilizando a Teoria de Deformação Cisalhante de Primeira Ordem, a FSDT e a Teoria 
de Deformação Cisalhante de Ordem Superior, a HSDT foram obtidos por 2Reddy [1984] e 
desconsideram as deformações normais transversais, ou seja, ez — 0. Quando a razão a/h  
aumenta a solução tende à solução obtida pela Teoria de Placa Fina, onde w =  4.44.
Tabela 5.4: Comparação da deflexão w no centro da p
a/h M lx l M 2x2 M4x4 M 8x8 HSDT FSDT
5 5.60 5.43 5.42 5.42 5.35 5.36
10 4.84 4.69 4.68 4.68 4.67 4.67
100 4.59 4.45 4.44 4.44 4.44 4.44
aca sob flexão.
Nesse problema, também são analisados os valores de tensões normais, ax e ay\ tensão 
cisalhante, Tx y \ e tensões cisalhantes transversais, Txz e r y z . Esses valores são determinados 
nos seguintes pontos:
.a b .h .
^2 ’ 2 2
^ 2 ’ 2 2 
h
Tiy(o, o,
r xz( 0, ^ , 0),
T y z ( ^ , 0 , 0) . (5.2)
Como pode-se observar na Tab.(5.5), as tensões no plano de referência da placa se aprox­
imaram mais que as tensões cisalhantes transversais quando comparadas com os valores 
obtidos por Reddy. Essas variações são adimissíveis devido à diferença nas formulações. 
Para a/h  = 100 as tensões cisalhantes transversais obtidas foram significativamente maiores.
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Tabela 5.5: Comparação das tensões em uma placa sob flexão
a/h Teoria lbIIlb T  Xy T Xz
Eq. const
T yz
Eq. equil.
M4x4 0.2965 0.2135 0.5177
5 HSDT 0.2944 0 . 2 1 1 2 0.4840 0.3703
FSDT 0.2873 0.1946 0.3928 0.4909
M4x4 0.2903 0.2030 0.5951
1 0 HSDT 0.2890 0.1990 0.4890 0.4543
FSDT 0.2873 0.1946 0.3928 0.4909
M4x4 0.2880 0.1986 1.7717
1 0 0 HSDT 0.2873 0.1947 0.4909 0.4905
FSDT 0.2873 0.1946 0.3928 0.4909
5.3 P rob lem as com  M ateria is O rto tróp icos
5.3 .1  P la ca  ortotrópica
Uma placa de geometria retangular b =  2 a, constituída de uma única lâmina, sub­
metida à um carregamento uniformemente distribuído de intensidade qQ e com as quatro 
extremidades engastadas, como mostrado pela Fig.(5.4), é analisada. O material da placa 
possui características ortotrópicas e suas propriedades elásticas são referentes ao Material 3 
da Tab.(5.1). São considerados, para duas razões de a/h , vários ângulos de orientações das 
fibras. A condição de simetria, nesse caso, não pode ser aplicada pois as orientações das 
fibras diferentes de 0o e 90° resultam em uma não simetria material, com isso toda a placa 
é modelada. Esse problema é considerado um teste difícil para o elemento devido à combi­
nação da razão de aspecto da placa, com a condição de contorno e com a alta anisotropia 
material.
.. y,////////////////////////////£
'?/////////////////////////////, 
----------2 a ----------- h
Figura 5.4: Placa ortotrópica submetida a um carregamento uniformemente distribuído.
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Este problema foi inicialmente proposto por Lakshiminarayana e Murthy [1984] e os 
resultados apresentados, obtidos com o elemento TRIPLT, têm sido usados como referência 
uma vez que não existe solução analítica. O elemento triangular TRIPLT possui três nós 
com quinze graus de liberdade cada um. Nessa análise, eles discretizaram a placa ortotrópica 
utilizando uma malha de 8 x8  elementos.
Noel [1991] apresenta os resultados obtidos através do Método dos Elementos Finitos 
que utiliza um elemento quadrilateral, Lagrangeano de nove nós e uma formulação usando 
o Princípio de Hellinger-Reissner modificado. Noel também discretizou a placa utilizando 
uma malha de densidade de 8 x8  elementos.
Para uma placa fina, os resultados obtidos por Wilt et al [1990], usando um elemento 
quadrilateral, de quatro nós e uma malha de 1 0 x1 0  elementos, também são apresentados 
para comparação.
Os deslocamentos transversais adimensionalizados w no centro da placa, para uma 
placa espessa (a/h  =  1 0 ) e para uma placa fina (a/h =  1 0 0 ), obtidos utilizando malha 8 x8  
são apresentados na Tab.(5.6), considerando o fator multiplicativo n — 3. Nessa análise 
foram utilizados os dois tipos de integração, cheia e reduzida.
Tabela 5.6: Efeito da orientação das fibras na deflexão do centro de uma placa retangular 
engastada submetida a um carregamento uniformemente distribuído.__________
a/h e M 8 x8 M 8 x8 TRIPLT Noel Wilt
integ. cheia integ. red. 8 x8 8 x8 1 0 x 1 0
0 ° 15.6713 15.7343 16.0507 16.2272 —
15° 14.5403 14.6168 14.8537 15.0643 —
30° 10.7993 10.8630 1 1 . 0 0 1 0 11.1749 —
1 0 45° 6.6797 6.7023 6.8400 6.9045 —
60° 4.3700 4.3751 4.5215 4.5367 —
75° 3.3957 3.4000 3.5430 3.5458 —
90° 3.1338 3.1388 3.2798 3.2798 —
0 ° 9.9150 10.3073 10.5375 10.6598 10.8879
15° 9.0188 9.5603 9.4455 8.8907 10.0215
30° 5.8082 6.2694 6.0859 6.4782 6.5132
1 0 0 45° 2.7256 2.8067 2.8985 2.8969 2.9226
60° 1.3073 1.3409 1.4139 1.3847 1.3820
75° 0.8573 0.8883 0.9134 0.9177 0.9133
90° 0.7664 0.7793 0.8017 0.8051 0.8073
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A Fig.(5.5) mostra a placa ortotrópica com às fibras orientadas à 30° na configuração 
deformada. Pode-se notar, que devido à não simetria material, a deformação não é simétrica.
(a) (b)
Figura 5.5: Placa ortotrópica, 9 =  30° , na config. deformada: (a) plano XZ; (b) plano YZ.
Inicialmente é feita a comparação dos valores obtidos pela formulação proposta uti­
lizando os dois tipos de integração. Como previsto, a deflexão no centro da placa foi maior 
quando utilizado a integração reduzida. Isso ocorre porque a sub-integração torna a estru­
tura um pouco mais flexível. Para a razão a/h = 10, a média das diferenças relativas foi de 
0.3% e a maior foi de 0.6% e ocorreu quando 6 — 30°. Agora, para a/h  — 100 a média das 
diferenças relativas foi de 3.9% e a maior foi de 7.4% e para o mesmo ângulo de 30°. Não 
deixa de ser curioso resaltar que o ângulo em torno de 30° corresponde ao pico máximo do 
momento torçor Mxy, Lakshiminarayana e Murthy [1984].
Comparando os resultados obtidos utilizando a sub-integração com as soluções deter­
minadas pelos outros autores pode-se montar a Tab.(5.7) de diferenças, onde 6 é o ângulo 
em que ocorre a maior diferença.
Diferenças das def exões no centro da placa
a/h TRIPLT Noel Wilt
Amed- [%] 2 . 6 3.4 —
1 0 Amáx. [%] 4.3 4.3 —
0[°] 90 90 —
Amed■ [%] 2.9 3.8 3.8
1 0 0 Amáx. [%] 5.2 7.5 5.3
*[•] 60 15 0
As diferenças são menores para a/h  =  10 e os valores máximos ocorreram quando 
0 =  90°. Tanto TRIPLT quanto Noel obtiveram defexões maiores para todos os ângulos. 
Avaliando a razão a/h — 100, as deflexões obtidas por Wilt foram sempre maiores enquanto
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as obtidas pelo elemento TRIPLT e por Noel foram menores para os ângulos: 15° e 30°; 15°, 
respect ivamente.
Conclui-se que as soluções obtidas se mostraram próximas às obtidas pelos outros 
autores. Vale a pena resaltar que em seus trabalhos foram utilizados uma teoria de primeira 
ordem e uma relação constitutiva 2 D, e não uma teoria de ordem superior e uma relação 
constitutiva 3D como nesse trabalho.
Um placa quadrada composta por quatro lâminas, [0/90/90/0], simplesmente apoiada
5.3 .2  L am inado [0 /9 0 /9 0 /0 ]
é submetida à um carregamento senoidal. Nota-se que uma vez que o problema é simétrico 
somente 1/4 da placa necessita ser modelado. O carregamento senoidal é descrito por:
q{x, V) =  % sin
7T x  . iry (5.3)
sendo a e b as dimensões dos lados da placa e qQ a intensidade do carregamento. As pro­
priedades elásticas consideradas são referentes ao Material 2 da Tab.(5.1). São analisadas 
várias razões de a/h  para o problema. Os valores do deslocamento no centro da placa e das 
tensões nodais são determinados nos pontos representados pela Eq.(5.2), exceto que:
(5.4)
Os resultados foram obtidos utilizando uma malha de 8 x8  elementos e são comparados 
com alguns resultados encontrados na literatura. Os resultados de Pagano e Hatfield [1972] 
foram obtidos através das equações tridimensionais da elasticidade. Os valores obtidos uti­
lizando a HSDT e a FSDT são apresentados por *Reddy [1984] e foram obtidos através de 
séries. As tensões cisalhantes transversais, utilizando a FSDT, foram determinadas através 
da equação constitutiva 3D.
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Tabela 5.8: Laminado [0/90/90/0] simplesmente apoiada submetida a um carregamento 
senoidal. _____ _ ____________________________________________________
a/h Teoria w 0~x <Jy T Xy 7" 12 T y z
M 8 x8 1.8977 0.7124 0.6434 0.0454 0.2134 0.2491
4 Pagano 1.9367 0.7200 0.6630 0.0467 0.2190 0.2920
HSDT 1.8937 0.6651 0.6322 0.0440 0.2064 0.2389
FSDT 1.7100 0.4059 0.5765 0.0308 0.1398 0.1963
M 8 x8 0.7086 0.5649 0.3969 0.0268 0.2852 0.1637
1 0 Pagano 0.7370 0.5590 0.4010 0.0275 0.3010 0.1960
HSDT 0.7147 0.5456 0.3888 0.0268 0.2640 0.1531
FSDT 0.6628 0.4989 0.3615 0.0241 0.1667 0.1292
M 8 x8 0.4952 0.5468 0.3080 0.0224 0.3108 0.1380
2 0 Pagano 0.5128 0.5430 0.3080 0.0230 0.3280 0.1560
HSDT 0.5060 0.5393 0.3043 0.0228 0.2825 0.1234
FSDT 0.4912 0.5273 0.2957 0 . 0 2 2 1 0.1749 0.1087
M 8 x8 0.4213 0.5409 0.2717 0.0208 0.4147 0.2713
1 0 0 Pagano 0.4347 0.5390 0.2710 0.0214 0.3390 0.1390
HSDT 0.4343 0.5387 0.2708 0.0213 0.2897 0.1117
FSDT 0.4337 0.5382 0.2705 0.0213 0.1780 0.1009
A formulação apresentada nesse trabalho obteve bons resultados que podem ser ob­
servados na Tab.(5.8). Os valores da deflexão adimensionalizada w no centro da placa, 
considerando n =  2, se aproximam dos valores obtidos pelas outras teorias. Pode-se verificar 
pela deflexão, que existe uma rigidez maior do laminado quando analisado pela teoria de 
ordem superior de Kant. Pode-se tornar o laminado um pouco menos rígido utilizando uma 
integração reduzida nos termos relacionados com a energia de cisalhamento. Os valores de 
tensões obtidos nesse trabalho se mativeram entre os obtidos por Pagano e Reddy utilizando 
a teoria da elasticidade 3D e a Teoria de Deformação Cisalhante de Ordem Superior, re­
spectivamente. Somente para a razão a/h  =  100 os valores obtidos, inclusive da deflexão, 
apresentaram uma maior diferença.
A Teoria de Deformação Cisalhante de Primeira Ordem mostrou-se eficiente somente 
nos cálculos das deflexões e tensões no plano do laminado e para razões a/h  > 20. Percebe-se 
uma enorme discrepância nos valores das tensões cisalhantes transversais adimensionalizadas 
txz e TyZ, para todas as razões de a/h. Os valores obtidos pela FSDT são bem menores 
quando comparados com os obtidos pelas outras teorias, isso pode induzir erroneamente o 
engenheiro à sub dimensionar um componente. Através desses resultados pode-se concluir
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que a teoria de primeira ordem, mesmo considerando as deformações cisalhantes transversais, 
torna-se inadequada para analisar uma estrutura constituída de material composto laminado.
5.3 .3  C ilindro Lam inado
Um cilindro laminado sob pressão interna e com as extremidades engastadas é anal­
isado. Este problema foi proposto por Hass e Lee [1987] e também analisado por Wilt et al
[1990]. O cilindro, representado pela Fig.(5.6), submetido à pressão interna de intensidade 
qQ = 6.417r possui as seguintes dimensões: L =  2 R  — 20. As propriedades são referentes ao 
Material 4, mostrado na Tab.(5.1).
L
Figura 5.6: Cilindro engastado sob pressão interna.
O cilindro é analisado para três laminados distintos: [0], [45/-45]s e [0/90]s. Apesar 
do laminado [45/-45] s não apresentar simetria material somente um octante do cilindro é 
modelado pois nos trabalhos referenciados isso é considerado. Esse problema foi escolhido 
para demonstrar a capacidade do elemento em modelar laminados ortotrópicos de geometria 
curva.
Convém resaltar que em ambos os trabalhos citados só foi apresentada uma análise 
de convergência, uma vez que não se dispõe de solução analítica para comparações. Nesse 
problema são analisadas duas razões de raio sobre espessura, R /h  =  20 e R /h  =  100. Os 
resultados obtidos são apresentados nas Tabs.(5.9) e (5.10), respectivamente. Para cada 
razão R / h  foram utilizadas malhas com densidades de 6 x6  e 10x10 elementos. São também 
comparados com os resultados obtidos por Hass e Lee [1987] e por Wilt et al [1990] que 
discretizaram, respectivamente, um octante do cilindro com uma malha de 6 x6  e 16x16 
elementos.
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Pelos resultados apresentados verifica-se que o laminado [0/90] s é o mais rígido. Este 
resultado era esperado visto que a pressão interna causa tensões circunferênciais elevadas 
que são eficientemente suportadas pelas lâminas de 90°. A distribuição da tensão circun- 
ferencial através da espessura do laminado [0/90] 8, na configuração deformada, é mostrada 
na Fig.(5.7). Como esperado o laminado unidirecional à 0° é o mais flexível pois a matriz, 
sendo menos resistente a tração, suporta a tensão circunferencial. A comparação com Hass 
e Lee [1987] e Wilt et al [1990] mostra que soluções muito semelhantes foram obtidas.
Tabela 5.9: Deslocamento radial máximo de um cilindro engastado sob pressão interna, 
(R/h=20). _________________________________________
Orientação Deflexão, w x 100
das lâminas 6 x6 1 0 x1 0 Wilt Hass
[0 ] 0.3750 0.3745 0.3758 0.3781
[45/-45]s 0.1777 0.2095 0.2331 0.2402
[0/90] s 0.2064 0.1623 0.1787 0.1783
Tabela 5.10: Deslocamento radial máximo de um cilindro engastado sob pressão interna, 
(R/h=100). _______________________________
Orientação Deflexão, w x 100
das lâminas 6 x6 1 0 x1 0 Hass
[0 ] 1.796 1.881 2.044
[45/-45]s 0.982 1.033 1.068
[0/90] s 0.784 0.824 0.842
Figura 5.7: Distribuição da tensão circunferencial no cilindro laminado, [0/90]s e (R/h=20).
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Na referência citada, Wilt et al [1990], encontrou-se dois erros teóricos. O primeiro 
foi modelar somente um octante do cilindro laminado [45/-45]s resultando em orientações 
principais de ortotropia material diferentes das propostas. O segundo erro foi considerar o 
material transversalmente isotrópico com as propriedades mecânicas =  G23 e não com 
G13 =  G12.
Nas Figs.(5.8) e (5.9) é apresentado o delocamento radial ao longo da geratriz do 
cilindro para os três laminados estudados utilizando-se uma relação de raio sobre espessura 
de 2 0  e 1 0 0 , respectivamente.
z / L
Laminado
■  [0]
H----  [45/-45]s
[0/90]s
Figura 5.8: Deslocamento radial de um cilindro com as extremidades engastadas e sob pressão 
interna, (R/h=20).
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oo
X
5
2.00  —  
1.80 
1.60 
1.40 
1.20 
1.00 
0.80 
0.60 
0.40 
0.20
Laminado
[0]
[45/-45]s
[0/90]s
Figura 5.9: Deslocamento radial de um cilindro com as extremidades engastadas e sob pressão 
interna, (R/h=100).
5 .3 .4  T ensão Interlam inar
Um placa ortotrópica, quadrada, composta por três lâminas, [0/90/0] de mesma es­
pessura, é usada paxa a análise da distribuição de tensão através da espessura. A placa 
de espessura a/h  =  1 0  é simplesmente apoiada e submetida a um carregamento senoidal 
dado pela Eq.(5.3). Considerando a vantagem da simetria material, geométrica, condição de 
contorno e carregamento, somente um quadrante da placa é discretizado. Nesse exemplo são 
consideradas as propriedades mecânicas do Material 2 da Tab.(5.1) e as tensões são adimen- 
sionalisadas pela Eq.(5.1). Para o cálculo das tensões é utilizado uma malha de densidade 
de 8 x8  elementos. São mostrados e comparados os resultados obtidos pela Teoria de Kant e 
pela Teoria de Deformação Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT).
As tensões cisalhantes transversais, utilizando a FSDT, foram obtidas através da 
equação constitutiva 3D. Essas tensões também poderiam ser determinadas integrando as 
equações de equilíbrio (da elasticidade tri-dimensional na ausência das forças de corpo) em
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relação à coordenada da espessura, ou seja:
rT~xz “  I &X)X ~\~7~xy ,y d Z ,
J - h / 2
T y Z =  I (Jy ,y ~\~TXy -,X d Z . (^*5)
J - h / 2
Através da Fig.(5.10) pode-se confirmar mais uma vez que os valores das tensões cisai­
llantes transversais obtidas pela Teoria de Deformação Cisalhante de Primeira Ordem, em 
alguns pontos na espessura do laminado, se afastam bastante dos obtidos pela Teoria de 
Kant. Observa-se também que a distribuição de t xz e r yz pela Teoria de Kant e pela FSDT 
é, respectivamente, quadrática e constante. Isso é uma conseqüência direta do campo de 
deslocamentos apresentado pelas teorias. Por essa característica, a Teoria de Kant obtém 
resultados mais próximos da realidade quando comparados com os obtidos pela FSDT. O 
surgimento de descontinuidade de t xz e r yz é devido à não imposição da continuidade das 
tensões cisalhantes transversais na interface das lâminas. As Figs.(5.11) e (5.12) mostram 
a distribuição de r xz e r yz através da espessura do laminado na configuração deformada, 
considerando a formulação utilizada nesse trabalho.
Txz
Figura 5.10: Distribuição das tensões cisalhantes transversais r xz e r yz.
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T  xlO4xz
+ 5 7 2 1 .
Figura 5.11: Distribuição da tensão r xz através da espessura do laminado [0/90/0].
T  xlO4yz
+ 1 0 4 5 .
+ 9 2 9 . 2
Figura 5.12: Distribuição da tensão r yz através da espessura do laminado [0/90/0].
Observando as Figs.(5.13) e (5.14), apesar da distribuição das tensões ãx, õ y e f xy 
serem cúbicas pela Teoria de Kant e lineares pela FSDT, nota-se que não há uma diferença 
significativa nos valores obtidos.
Esc.l:15
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<7x
Figura 5.13: Distribuição das tensões axiais crx e oy.
Txy
Figura 5.14: Distribuição da tensão cisalhante r x y
Na Fig.(5.15) é mostrado a taxa de convergência da deflexão central do laminado. Pode- 
se ver, que apesar de existir uma diferença visual grande em relação a malha de lx l  e 2 x2  
elementos, a diferença relativa entre as deflexões no centro da placa é menor que 1 %, sendo 
que:
'■ " ,“ ‘ l 0.7% (5.6)
W 2x2
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0.712 
0.711 
0.710 
W  0.709 -  
0.708 -  
0.707 
0.706
1 2 3 4 5 6 7 8
Densidade da malha (um lado)
Figura 5.15: Convergência da deflexão central da placa com o refino uniforme da malha.
5.4 P ro b lem as de O tim ização
5.4 .1  P la ca  O rtotrópica sob C isalham ento
O objetivo desse problema, embora simples, é comprovar a eficiência do algoritmo de 
otimização. Uma placa ortotrópica, quadrada, de lado a = 1 m, cujas propriedades materiais 
são referentes ao Material 5 da Tab.(5.1) é submetida a um cisalhamento puro, Fxy =  115 
KN/m. A representação da placa é dada pela Fig.(5.16).
X
Figura 5.16: Placa ortotrópica submetida ao cisalhamento.
U------ a
Para a validação do processo de otimização do ângulo elaborado nesse trabalho é feita
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uma simples análise de tensões. Através da resistência dos materiais básica pode se obter as 
tensões principais, Fp =  Fxy, e as direções principais, 6P =  45°, na placa onde:
Figura 5.17: Tensões e direções principais.
Como pode ser visto na Tab.(5.1) as fibras possuem uma alta resistência à tração 
quando comparadas à matriz. Já a resistência à compressão da matriz é maior que a da fibra. 
Devido à essas propriedades materiais as fibras tendem a se orientar na direção principal onde 
a tensão de tração for predominante. Assim é possível comprovar a eficiência do algoritmo 
através de um simples exemplo.
A eficiência do processo de otimização de espessura pode ser verificada pela Fig.(5.18). 
Essa figura mostra a tensão efetiva de Tsai-Hill na configuração deformada antes do processo 
de otimização, caso (a), e depois, caso (b).
TH 1.00
0.99
0.98
0.97
0.96
0.95
0.94
0.93
0.92
0.91 X (a) (b)
Figura 5.18: Tensão efetiva de Tsai-Hill: (a) config. inicial; (b) config. otimizada.
A Fig.(5.19) mostra os valores obtidos no decorrer do processo de otimização.
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Início do processo de otimização
Valores iniciais
í[mm] 2 . 0 0 0
[°] 0
f 1.000
Otimização da espessura
í[mm] 
/  '
2.000
1.000
1.916
0.958
Otimização do ângulo
e 0 45
Otimização da espessura
í[mm]
/  '
1.916
0.958
0.578
0.289
Convergência global
í[mm] 0.578
[°] 45
/ 0.289
Fim
Figura 5.19: Processo de otimização em dois níveis de uma placa submetida ao esforço de 
cisalhamento.
5.4 .2  P la ca  O rtotrópica sob F lexão
Uma placa, representada pela Fig.(5.20), é engastada em uma das extremidades e 
submetida à um carregamento distribuído na outra extremidade. A placa, constituída pelo 
Material 7 da Tab.(5.1), é discretizada por uma malha de 10x1 elementos onde cada elemento 
representa uma lâmina as quais inicialmente possui a mesma espessura.
0.6 X 0.2 X 0.04 m 
P = 93 KN/m
0X=O°
Figura 5.20: Placa ortotrópica sob flexão.
Pelo processo de otimização e pelo Método dos Elementos Finitos é obtida a espessura
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ótima de cada lâmina que satisfaz as restrições de tensão impostas pelo Critério de Tsai-Hill. 
Devido às características do problema e a predominância da tensão axial <j x o resultado 
obtido pode ser comparado com o fornecido pela Teoria Clássica de Viga. Como visto, a 
resistência axial à compressão é menor que à tração portanto a tensão de flexão máxima 
admissível é limitada pela resistência à compressão na direção X , dada por X c • Logo as 
espessuras ótimas pela teoria de viga podem ser determinadas por:
*■ ■ m
onde Mfc é o momento fletor no baricentro do elemento que representa a k-ésima lâmina.
Os valores das espessuras das lâminas obtidas pelo processo de otimização utilizando 
o Método dos Elementos Finitos (M E F ) são apresentadas na Tab.(5.11) e comparadas com 
os valores obtidos pela Teoria Clássica de Viga, (T C V ).
Tabela 5.11: Espessuras ótimas obtidas pelo processo de otimização e pela Teoria Clássica 
de Viga.______________________________________ _____ _____ _____ _____ _ ___
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0
t M E F  [mm] 36.5 34.6 32.4 30.2 27.7 25.0 2 2 . 0 18.5 14.4 9.0
t T C V  [mm 36.8 34.8 32.7 30.4 28.0 25.3 22.3 18.9 14.6 8.4
A% 0 . 8 0 . 6 0.9 0.7 1 . 1 1 . 2 1.3 2 . 1 1.4 7.1
As espessuras obtidas pelo processo de otimização possibilitam uma redução de 37.4% 
na massa inicial da placa. A distribuição, através da espessura, da tensão ox e da tensão 
efetiva crTíf, antes e depois da otimização, é apresentada nas Figs.(5.21) e (5.22), respecti­
vamente.
Como visto no Capítulo 4, as tensões efetivas de Tsai-Hill são determinadas no baricen­
tro do elemento, na superfície inferior e superior da lâmina. Essa consideração no modelo de 
otimização não limita as tensões em todo elemento permitindo, nesse caso, Oth > 1 em al­
guns pontos da placa. Mas pode-se verificar que nos pontos onde são impostas as restrições 
(baricentro do elemento) a tensão efeitiva pertence ao intervalo adimissível sendo que na 
superfície inferior da lâmina <j Th =  1 .
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c rx  M P a
Figura 5.21: Distribuição da tensão ox através da espessura da placa: (a) config. inicial; (b) 
config. otimizada.
J TH
2.888
1.000
0.889
0.778
0.667
0.555
0.444
0.333
0.222
0.111
0.000
(a)
(b)
Figura 5.22: Distribuição da tensão efetiva oth através da espessura da placa: (a) config. 
inicial; (b) config. otimizada.
5.4.3 Vaso de P ressão com  Tam pa Sem i Esférica
Nesse exemplo, um vaso de pressão isotrópico com tampas semi esféricas como mostrado 
na Fig.(5.23) é otimizado. O vaso de pressão, constituído do Material 6  da Tab.(5.1), é 
submetido a uma pressão interna de q0 =  20 MPa. O cilindro possui um raio R — 0.11 m e  
um comprimento L = 0.40 m. As tampas semi-esféricas, de raio R — 0.09 m, possuem uma 
válvula considerada extremamente rígida em relação à tampa. Devido a condição de simetria 
de geometria, material e de carregamento somente um octante do cilindro é discretizado.
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Figura 5.23: Cilindro com tampa semi esférica.
Nesse problema, o octante analisado é dicretizado por uma malha regular de 135 ele­
mentos, 9 ao longo da circunferência e 15 na direção de Z. Sendo que desses 15, 6  elementos 
na parte cilíndrica e 9 na tampa. A estrutura é dividida em 4 grupos materiais, onde o 
1- grupo representa a parte cilíndrica da estrutura, contendo 54 elementos, e os outros 3 a 
tampa semi esférica. A tampa é segmentada em 9 anéis com 9 elementos por anel na direção 
circunferencial. Esses anéis são numerados a partir da junção com o cilindro. O 2° grupo 
material, contendo 18 elementos, é formado pelos anéis 1 e 2. O 3a grupo, contendo 45 
elementos, é formado pelos anéis 3,4,5, 6  e7. O 4° grupo, contendo 18 elementos, é formado 
pelos anéis 8  e 9 . A disposição dos grupos materiais pode ser melhor entendida através da 
Fig.(5.24).
Para efeito de visualização, o elemento utilizado nesse trabalho, um elemento de casca 
quadrilateral de 9 nós, é transformado em quatro elementos sólidos de 8  nós.
G. Material 
ie
22 
30
42H
Figura 5.24: Disposição dos grupos materiais.
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O vaso de pressão, inicialmente, foi modelado considerando a parte cilíndrica com 
t =  9.0 mm e a tampa semi-esférica com t — 6.5 mm, ou seja:
Tabela 5.12: Espessur 
Grupo material
a inicie 
1°
il dos
2 e
grupos
3a
materiais. 
4 &
Espessura [mm] 9.00 6.50 6.50 6.50
A distribuição da tensão efetiva de Tsai-Hill no vaso de pressão considerando as espes­
suras iniciais é mostrada na Fig.(5.25).
+1.000 
+ 0 . 9 1 6 7  
+ 0 . 0 3 3 3  
+ 0 . 7 5 0 0  
+ 0 . 6 6 6 7  
+ 0 . 5 8 3 3  
+ 0 . 5 0 0 0  
+ 0 . 4 1 6 7  
+ 0 . 3 3 3 3  
+ 0 . 2 5 0 0
Figura 5.25: Distribuição da tensão efetiva de Tsai-Hill.
Após o processo de otimização de espessura dos grupos materiais, a espessura ótima 
determinada é dada pela Tab.(5.13) e a distribuição da tensão efetiva de Tsai-Hill no vaso 
de pressão pode ser visto na Fig.(5.26).
Tabela 5.13: Espessu 
Grupo material
ra fina 
1-
dos g 
2-
rupos
3-
materiais.
4°
Espessura [mm] 8.05 4.56 4.47 5.66
O processo de otimização de espessura realizado nesse vaso de pressão possibilitou uma 
redução de 15.4% na massa inicial.
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+1.000
+ 0 . 9 1 6 7
+ 0 . 8 3 3 3
+ 0 . 7 5 0 0
+ 0 . 6 6 6 7
+ 0 . 5 8 3 3
+ 0 . 5 0 0 0
+ 0 . 4 1 6 7
+ 0 . 3 3 3 3
+ 0 . 2 5 0 0
Figura 5.26:
A Fig.(5.27) mostra a configuração deformada do vaso de pressão considerando as 
espessuras ótimas.
+1.000
+ 0 . 9 1 6 7
+ 0 . 8 3 3 3
+ 0 . 7 5 0 0
+ 0 . 6 6 6 7
+ 0 . 5 8 3 3
Distribuição da tensão equivalente de Tsai-Hill, config. otimizada.
+ 0 . 4 1 6 7
+ 0 . 3 3 3 3
+ 0 . 2 5 0 0
Esc. 1:140
Figura 5.27: Deformação do vaso de pressão otimizado.
Pode-se notar, através da Fig.(5.28), que nas proximidades da junção do cilindro /  
tampa semi-esférica ocorre uma mudança na curvatura. Esse fenômeno ocorre devido a 
mudança de sinal do momento próximo a interface cilindro /  tampa e pode ser comprovado 
através da literatura específica, Flügge [1966].
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Figura 5.28: Ampliação da deformação na junção cilindro /  tampa.
5.4 .4  Lam inado sob Tração B i-axial
Um laminado simétrico, quadrado de lado a =  1 m, formado por quatro lâminas é 
analisado e otimizado. O laminado é submetido à um carregamento bi-axial de tração no 
plano de referência com a característica de Fy = 2Fx — 700 KN/m conforme mostrado na 
Fig.(5.29). As propriedades materiais das lâminas são referentes ao Material 5 da Tab.(5.1).
Figura 5.29: Laminado quadrado submetido à um carregamento bi-axial de tração.
Inicialmente é feita a otimização somente da espessura das lâminas considerando o 
laminado formado pelas lâminas orientadas à [0/90]s. Foram obtidas as espessuras ótimas,
Capítulo 5 - Resultados 102
t x — t4 = 0.50 mm e í2 =  £3 =  1-20 mm, resultando em um laminado com 4.76 Kg.
Uma segunda otimização é feita considerando o processo em dois níveis. É imposto 
uma orientação [—0/0\s para o empilhamento das lâminas. Foram obtidos o ângulo ótimo, 
9 =  52.5°, e as espessuras ótimas, t\ =  í2 =  £3 =  £4 =  0.61 mm, resultando em um laminado 
com 3.42 Kg. O valor do ângulo 9 obtido pela otimização ficou bem próximo do valor 
9 — 54.7° obtido, analiticamente e considerando algumas simplificações, por Christensen.
Através desse problema é possível ver a importância da otimização tanto da espessura 
como da orientação das fibras das lâminas. A otimização realizada em dois níveis obteve um 
laminado com lâminas de mesma espessura e com uma massa aproximadamente 28% menor 
que o obtido pela otimização somente da espessura.
C apítulo 6 
C onclusões e Sugestões
O propósito desse trabalho foi desenvolver uma formulação, utilizando o Método dos 
Elementos Finitos, para análise e otimização de estruturas do tipo casca constituídas de 
materiais compostos laminados. Essa idéia surgiu devido à carência de trabalhos realizados 
nessa área e a importância da otimização de componentes de materiais compostos.
A teoria de cascas utiliza, para descrever os deslocamentos, um campo fornecido pela 
teoria de ordem superior de Kant. Essa teoria mostrou-se eficiente, eliminando as incon­
sistências geradas pelas teorias de primeira ordem e o fator de correção para as tensões 
cisalhantes. Através dos resultados apresentados pode-se ver uma boa precisão dos val­
ores obtidos quando comparados com outras teorias. Como conseqüência da distribuição 
quadrática das tensões cisalhantes transversais os valores obtidos tornaram os problemas 
mais próximo da realidade. Através do uso da Teoria de Kant se esperava a ausência do 
problema de travamento, “locking” . Esse fenômeno não foi eliminado completamente, pois 
ainda persiste nos casos em que as malhas são distorcidas. Para esses casos foi utilizado uma 
integração reduzida, de 2x2 pontos, nos termos relacionados com a energia de cisalhamento 
eliminando, por completo, o travamento.
A otimização de componentes de materiais compostos laminados, devido ao alto custo 
da matéria prima, torna-se indispensável no projeto de qualquer estrutura. Quando se utiliza 
os materiais compostos, existe um grande número de variáveis de projeto, tais como tipo 
de fibra e resina, espessura das lâminas, orientação das fibras e seqüência de empilhamento. 
Devido à essas variáveis e pelo fato de poder existir um acoplamento de membrana-flexão-
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torção dificulta ao engenheiro agir intuitivamente. O programa desenvolvido nesse trabalho, 
que inclui o processo de otimização da espessura e do ângulo de orientação das fibras de cada 
lâmina, torna-se uma ótima ferramenta paxa o engenheiro projetista no auxílio da escolha de 
algumas variáveis importantes. O programa, nos exemplos apresentados, mostrou-se eficiente 
e robusto, obtendo bons resultados.
Na formulação apresentada, é interessante considerar mais alguns efeitos, como:
i- tensões térmicas devido a diferença de temperatura de trabalho e de cura da resina no 
momento da fabricação do composto;
ii- carregamentos dinâmicos, incluindo o efeito da aceleração centrípeta para a análise de 
centrifugadores ;
iii- outros métodos para determinar as propriedades equivalentes das lâminas: fórmulas 
empíricas, teoria de homogeneização, etc;
iv- imposição da continuidade das tensões transversais crz, r xze txz na interface das lâmi­
nas.
No programa desenvolvido há necessidade de algumas implementações, tais como:
i- solver para resolução de sistemas de equações com pré-condicionador, onde a matriz 
de rigidez, simétrica e positiva definida, seja armazenada na forma esparsa;
ii- subrotina paxa renumeração dos nós da malha devido ao grande número de graus de 
liberdade envolvidos nos problemas encontrados na prática. Isso é necessário pois 
a malha é gerada através de um programa que também foi desenvolvido durante o 
trabalho e que numera a malha de uma forma seqüencial.
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